
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4 23ÓÄÊ 517.9 ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂÀÍ ÄÅ� ÏÎËß ÊÀÊ ÑËÅÄÑÒÂÈÅ Å�Î ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ�ÎÌÍÎÆÅÑÒÂÀÈ.Ï. Ïàâëîöêèé�), Ì.Á. Ñàäîâíèêîâà, M. Ñòðèàíåçå�)(êà�åäðà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ)Ïîêàçàíî, ÷òî ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî ïðîäîëæåííîé ¾îáðàòíîé¿ èíòåãðàëüíîéêðèâîé x(y) óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ ïîêðûòî ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè x(y) ,óñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé óðàâíåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå ìîæíîóêàçàòü êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð x(y) è íåêîòîðûå åå âàæíûå ñâîéñòâà.ÂâåäåíèåÓðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ [1℄ äëÿ óäîáñòâà íàïè-øåì êàê ñèñòåìó
y =�x+ "y(1� x2), 
x = y, " > 0. (1)Îíî ñëóæèò îñíîâíîé ìîäåëüþ ñàìîïîääåðæèâà-þùèõñÿ êîëåáàíèé â ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðîííûõñèñòåìàõ [2, 3℄, â áèîëîãèè è áèîõèìèè [4, 5℄è â ðÿäå äðóãèõ ïðèëîæåíèé. Óðàâíåíèå èçó÷àëîñüâî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿèíòåãðàëüíîé êðèâîé x(y) óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿèñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ íà ñèíãó-ëÿðíîå ìíîæåñòâî óðàâíåíèÿ ÷åðåç ïðîäîëæåíèå íàýòî ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ [6�8℄.Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîäîëæåííîé êðèâîé ñèíãó-ëÿðíîå ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ ïîêðûòî ëîêàëüíûìèýêñòðåìóìàìè x(y), óñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî ìà-ëûõ âîçìóùåíèé óðàâíåíèÿ.Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ñèíãóëÿðíîå ìíîæå-ñòâî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó
y = P(x, y), 
x = y, P 2C1,1,(x, y) 2M � R2 , t 2T � R, (2)ïîëàãàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ ('(t), 
'(t)) 22 M .Èç (2) ñëåäóåòdx/dy = y/P(x, y) 2C1,1, P(x, y) 6= 0. (3)Íàçîâåì S = f(x, y) 2 R2 : P(x, y) = 0, y 6= 0gñèíãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì âòîðîãî òèïà, à òî÷êèS � ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Sèìååò íóëåâóþ ëåáåãîâóþ ìåðó â R2 . Ïóñòü ïåðâûéèíòåãðàë I (x, y) óðàâíåíèÿ (2) ïðîäîëæàåì â êëàññåC1,1 â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü O ñèíãóëÿðíîé òî÷êè.[x(t), y(t)℄ � ïðîäîëæåíèå òðàåêòîðèè ('(t), 
'(t))íà MSO ÷åðåç I (x, y), åñëè x(t) = '(t), y(t) = 
'(t)äëÿ t 2T è I (x(t), y(t)) �C íà O (C � ïîñòîÿííàÿ).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ïðîäîëæåíèå èíòåãðàëüíûõêðèâûõ x(y) è y(x) íà MSO .Îáîçíà÷èì � = f(x, y) 2 R2 : I (x, y) = Cg . Èíòå-ãðàëüíàÿ êðèâàÿ ìîæåò äîñòèãàòü S òîëüêî â ñëó-÷àå, êîãäà �TS 6=? .Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (x0, y0) � òî÷-êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè x(y): R ! R ,åñëè x(y) èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ïðè y = y0è x0 = x(y0).Îáîçíà÷èì l� = limdxdy (x, y) ïðè (x, y) !! (x0, y0 � 0), ãäå (x0, y0) 2 S . Ïî �îðìóëå (3)jl+j = jl�j = 1 , è x(y) íå èìååò ïðîèçâîäíîéâ ñèíãóëÿðíîé òî÷êå. Åñëè x(y) ïðîäîëæàåìàâ (x0, y0) òàê, ÷òî (x(y0), y0) = (x0, y0) è, êðîìå òîãî,l�l+ = �1 , òî (x0, y0) � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóìïðîäîëæåííîé êðèâîé x(y). Åñëè æå l�l+ = +1 ,òî â (x0, y0) ýêñòðåìóìà íåò.1. Ïðîäîëæåíèå êðèâîé x(y) íà SÄëÿ óðaâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ S = x, y 2 R2 :x = "y(1 � x2), y 6= 0, " > 0 è ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåí êðèâîéy = x/"(1� x2), x 6= 0, x 6=�1, (4)ðàñïàäàþùåéñÿ íà òðè âåòâè. Èç (3) ñëåäóåòdxdy = y/(�x+ "y(1� x2)). (5)Âíà÷àëå ðàññìîòðèì x(y) âíå S íà îñè y = 0, ãäådxdy = 0. Âû÷èñëÿÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè y = 0,ïîëó÷èì d2x(y)dy2 ����y=0 = �1x2 , x 6= 0, (6)ò. å. x(y), äîñòèãàÿ îñè y = 0, èìååò òàì ëîêàëüíûéìàêñèìóì, åñëè x > 0 è ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðèx < 0.Ñëåäóÿ [9℄, ïîêàæåì, ÷òî x(y) ïðîäîëæàåìàâ ëþáóþ ñèíãóëÿðíóþ òî÷êó (x0, y0) ÷åðåç ïðîäîë-�) Âòîðîé Íåàïîëèòàíñêèé óíèâåðñèòåò, Èòàëèÿ.12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



24 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4æåíèå ëîêàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ I (x, y, x0, y0).Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ x = x0 , y = y0 ,èñêëþ÷àÿ òîëüêî îñîáóþ òî÷êó (x0, y0) = (0, 0).Ïîëàãàÿ � = t � t0 (x0 = x(t0), y0 = y(t0)), â ñëó-÷àå ñèñòåìû (1) èìååì: x = x0 + y�0 + o(�),y = y0 + (�x0 + "y(1 � x20))� + o(�), îòêóäà â O n S,ãäå O � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷-êè (x0, y0), ïîëó÷àåì ëîêàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàëI = x�x0y � y�y0�x0+"y(1�x20 ) = C . Ïðè �èêñèðîâàííîéïîñòîÿííîé C â ýòîé îêðåñòíîñòè åäèíñòâåííîåëîêàëüíîå ðåøåíèå x = x0 + y(y�y0)�x0+"y(1�x20 ) + yC . Åñëèìû õîòèì âûáðàòü (x0, y0) 2 S è ïðîäîëæèòü ëî-êàëüíîå ðåøåíèå â ñèíãóëÿðíóþ òî÷êó, òî âñòðå-òèìñÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ òèïà 0/0. Ïîëàãàÿy0 = x0/"(1� x20) = y� , âû÷èñëèìlimy!y� y(y� y�)�x0 + "y(1� x20) = x0("(1� x20))2 , x0 6=�1.Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ïðî-äîëæàåì â (x0, y0) 2 S , è ëîêàëüíàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò÷åðåç ñèíãóëÿðíóþ òî÷êó, åñëè C = �("(1� x20))�1 .Èíûìè ñëîâàìè, ïðîäîëæåííàÿ ëîêàëüíàÿ êðèâàÿx(y) = x0 + y " y� y0�x0 + "y(1� x20) � 1"(1� x20)#! x0,åëè y! y0, x0 6= �1, x0 6= 0 (èíà÷å y0 = 0, è ìûèìååì îñîáóþ òî÷êó). Çàìåòèì, ÷òî (0, 0) è ïðÿìûåx =�1 íàõîäÿòñÿ âíå S .Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (5) ïîêàæåì, ÷òî ïðîäîë-æåííûå êðèâûå x(y) èìåþò â ëþáîé ñèíãóëÿð-íîé òî÷êå (x0, y0) ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû: çíàêèdx/dy(x0, y0 � 0) è dx/dy(x0, y0 + 0) ïðîòèâîïîëîæ-íû. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü÷åòûðå ñèòóàöèè: 1) [x0 > 1, y0 < 0℄ � èìååìëîêàëüíûå ìèíèìóìû �óíêöèè x(y); 2) [x0 > 0,y0 > 0℄ � â ñèíãóëÿðíûõ òî÷êàõ òàêæå ëîêàëüíûåìèíèìóìû x(y); 3) [x0 < 0, y0 < 0℄ � èìååìëîêàëüíûå ìàêñèìóìû; 4) [x0 <�1, y0 > 0℄ � òàêæåëîêàëüíûå ìàêñèìóìû. Âíå y = 0 �óíêöèÿ x(y)íåäè��åðåíöèðóåìà â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ.2. Óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâÂìåñòå ñ óðàâíåíèåì (2) ðàññìîòðèì âîçìóùåí-íîå óðàâíåíèåy0 = P(x, y) + ��(x, y), x0 = y, � 2C1 (7)ñ ñèíãóëÿðíûì ìíîæåñòâîìS� = f(x, y) 2 R2 : P(x, y) + ��(x, y) = 0, y 6= 0gè èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè x�(y), ïðîäîëæåííûìèíà S� .Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïóñòü O(x0, y0) � íåêîòî-ðàÿ îêðåñòíîñòü ñèíãóëÿðíîé òî÷êè (x0, y0). Êðè-âûå x(y) è x�(y) èìåþò â O(x0, y0) ïîâåäåíèåîäèíàêîâîãî òèïà, åñëè: 1) x(y) âîçðàñòàåò (óáû-

âàåò â êàêîé-òî òî÷êå (x(y), y) 2 O(x0, y0)TS ,à x�(y) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â êàæäîé òî÷-êå (x�(y), y) 2 O(x0, y0)TS� , èëè 2) x(y) èìååòëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì) â êàæäîé òî÷-êå (x(y), y) 2 O(x0, y0)TS , à x�(y) èìååò ëî-êàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì) â ëþáîé òî÷êå(x�(y), y) 2O(x0, y0)TS� .Î ï ð å ä å ë å í è å 2. (x0, y0) 2 S ÿâëÿåòñÿ òî÷êîéëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè êðèâîé x(y) îòíîñèòåëüíîïåðåõîäà îò óðàâíåíèÿ (2) ê (7), åñëè äëÿ äîñòà-òî÷íî ìàëîãî j�j > 0 (0 < � < �0(x0, y0)) ñóùåñòâóåòòàêàÿ îêðåñòíîñòü O(x0, y0) òî÷êè (x0, y0), ÷òî èí-òåãðàëüíûå êðèâûå x(y) è x�(y) èìåþò ïîâåäåíèåîäèíàêîâîãî òèïà â O(x0, y0).Â ðàáîòå [10℄ äîêàçàíàÒ å î ð å ì à. Ïóñòü x(y) � èíòåãðàëüíàÿ êðè-âàÿ óðàâíåíèÿ (2), ïðîäîëæåííàÿ íà S ÷åðåç ïåð-âûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ, à x�(y) � èíòåãðàëüíàÿêðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2), ïðîäîëæåííàÿ íà S� ÷åðåçïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (7). Ëîêàëüíûå ýêñ-òðåìóìû x(y) íà S ëîêàëüíî óñòîé÷èâû. Òî÷êèx(y) äðóãîãî òèïà íà S íåóñòîé÷èâû.3. Íåêîòîðûå âûâîäû�àññìîòðèì òàêæå ñëó÷àé, ãäå ïëîñêîñòü ðàçäå-ëåíà íà òðè îáëàñòè: R1 íàä âåòâüþ S+2 ñèíãó-ëÿðíîãî ìíîæåñòâà; R2 ïîä S�2 � S è R ìåæäóS�2 è S+2 . Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ âåòâü S , ìåæäóàñèìïòîòàìè x =�1, íàõîäèòñÿ â R . Ïðîäîëæåííûåêðèâûå x(y) èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1) dx/dy < 0 êàê â R1 , òàê è â R2 (ñì. (5)). Åñëèèíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ x(y), ïðîõîäÿ ÷åðåç òî÷êóâ R1 , äîñòèãàåò S+2 . Îíà íå ìîæåò ïåðåñå÷ü S+2â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé y(t), òàê êàê èìååò íà S+2ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Èç-çà òîãî ÷òî dx/dy < 0âñþäó â R1 è, êðîìå òîãî, (dx/dy)(x0, y0+0)!+1,(x0, y0) 2 S+2 , ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå (x0, y0) èíòåãðàëü-íàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò âîçâðàòèòüñÿ â R1 . Áîëååòîãî, (x0, y0) íå ìîæåò áûòü òî÷êîé îñòàíîâêè èáîíåâîçìîæíî ñîõðàíèòü ñî âðåìåíåì ïîëîæåíèå x0ïðè ñêîðîñòè dx/dt = y0 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîñêà÷îê x(t) íåâîçìîæåí ïî ïðèðîäå îïèñûâàåìîéìîäåëè, ò. å. y = 
y ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî t . Òîãäàèíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðîäîëæàåòñÿ èç (x0, y0) 2 S�2 ,ëèáî ïåðåõîäÿ â ìîìåíò t = t0 â äðóãóþ èíòåãðàëü-íóþ êðèâóþ, ðàñïîëîæåííóþ â R è îòâå÷àþùóþäðóãîìó ðåøåíèþ x = f (t), ëèáî y(t) â ìîìåíò t = t0ñîâåðøàåò ñêà÷îê 4y = y1�y0, (x0, y1) 2 R , è dy/dtñóùåñòâóåò òîëüêî â êëàññå îáîáùåííûõ �óíêöèé.Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ íà ñèíãóëÿðíîì ìíîæå-ñòâå 1-ãî òèïà [6, 7℄. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öèêëû,ïîëíîñòüþ ëåæàùèå â R1 , íåâîçìîæíû. Ñèòóàöèÿàíàëîãè÷íà äëÿ x(y), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó â R2è äîñòèãàþùåé S�2 . Â ÷àñòíîñòè, íåâîçìîæíû öèê-ëû, ïîëíîñòüþ ëåæàùèå â R2 . Èíòåãðàëüíûå êðè-âûå, â ÷àñòíîñòè öèêëû, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ S+2 èëè



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 4 25ñ S�2 , ìîãóò èìåòü ñêà÷êè ñêîðîñòè y â ñèíãóëÿðíûõòî÷êàõ (x0, y0) 2 S�2 SS�2 ;2) â R : dx/dy < 0, åñëè x > 1, y > 0 èëè x <�1,y < 0; dx/dy > 0 ïðè �1 < x < 1. Ïî ïðè÷èíàì,èçëîæåííûì â ïðåäûäóùåì ñâîéñòâå, x(y), ïðîõîäÿ÷åðåç òî÷êè â R , íå ìîæåò âîéòè íè â R1 , íèâ R2 áåç ñêà÷êà y(t). Â R âîçìîæíû ðàçëè÷íûåòèïû ïîâåäåíèÿ x(y). Âñïîìíèì òàêæå, ÷òî íà îñèy = 0 �óíêöèÿ x(y) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì,åñëè x(0) > 0, è ëîêàëüíûé ìèíèìóì, åñëè x(0) < 0.Èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè óñòàíàâëèâà-þòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëûd2xdy2 = x2 + y2 + "xy(x2 + 2y2 � 1)[�x+ "y(1� x2)℄3 .Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð öèêëà áåç ñêà÷êîâ,ðàñïîëîæåííîãî â R ;3) åñëè jyj = j
xj ïðèíèìàþò î÷åíü áîëüøèå,íî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, òî â ïëîñêîñòè (x, y) âîç-íèêàþò öèêëû òèïà ¾ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé¿.Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé " òàêàÿ ñèòóàöèÿ èçó÷åíàäðóãèì ìåòîäîì è â äðóãèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåðâ êíèãå [1℄.Àâòîðû áëàãîäàðÿò À. Áóîíîìî çà îáñóæäåíèåðàáîòû.
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