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Ïðåäèñëîâèå

Êíèãà çíàêîìèò øêîëüíèêîâ è ïðåïîäàâàòåëåé ñ âàðèàíòàìè

çàäàíèé ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå íà Ôèçè÷åñêîì ôà-

êóëüòåòå ÌÃÓ.

Íà÷èíàÿ ñ 1993 ãîäà, íà Ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå åæåãîäíî

ïðîâîäèëèñü êàê ýêçàìåíû, òàê è îëèìïèàäû ¾Àáèòóðèåíò¿ (âíà-

÷àëå èõ íàçûâàëè ïðîáíûìè ýêçàìåíàìè), ðåçóëüòàòû êîòîðûõ

ìîãëè áûòü çà÷òåíû â êà÷åñòâå êîíêóðñíûõ îöåíîê.

Â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè ïðèâåäåíû ïî äâà âàðèàíòà êàæäîãî

èç 33 ýêçàìåíîâ è îëèìïèàä çà 1993�2004 ãã. Íà ýêçàìåíàõ íà

ðåøåíèå òàêîãî âàðèàíòà îòâîäèëîñü ÷åòûðå àñòðîíîìè÷åñêèõ

÷àñà. Â êîíöå êíèãè ê ýòèì âàðèàíòàì äàíû îòâåòû.

Âî âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòÿõ ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ íå âñåãî

âàðèàíòà, à òîëüêî áîëåå ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ è çà-

äà÷ ñ ïàðàìåòðîì. Ïåðâûå ïÿòü çàäà÷ ñîîòâåòñòâóþò óðîâíþ

ñòàíäàðòíîãî øêîëüíîãî ó÷åáíèêà è âïîëíå äîñòóïíû õîðîøåìó

øêîëüíèêó áåç êàêèõ áû òî íè áûëî ïîäñêàçîê.

Îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïîñîáèÿ, â îòëè÷èå îò ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ ðóêîâîäñòâ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøåííûå
çàäà÷è âçÿòû íå èç äâóõ ïðèâåäåííûõ âàðèàíòîâ, à èç
òðåòüåãî âàðèàíòà òîãî æå ýêçàìåíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû â ðàñïîðÿæåíèè àáèòóðèåíòà
îêàçûâàþòñÿ äâà âàðèàíòà îäíîãî ýêçàìåíà ñ âîçìîæíîé
ïîäñêàçêîé â ðåøåíèè áîëåå òðóäíûõ ïîñëåäíèõ òðåõ
çàäà÷.

Êðàòêàÿ, ñæàòàÿ ôîðìà ïðèâåäåííûõ ðåøåíèé ïðåñëåäóåò

öåëü îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òî, êàê ìîæíî, íå òåðÿÿ

ñòðîãîñòè è íå òðàòÿ ëèøíåãî âðåìåíè íà ïðåñëîâóòîå ¾îôîðìëå-

íèå¿, èçëîæèòü íà ýêçàìåíå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîýòîìó âîçìîæíî,

÷òî îñâîåíèå ýòèõ ðåøåíèé ïîòðåáóåò îò ÷èòàòåëÿ îïðåäåëåííûõ

óñèëèé.

Íåñêîëüêî ñîâåòîâ àáèòóðèåíòó

Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó íåîáõîäèìî íå òîëüêî ðàñøèðÿòü

àðñåíàë ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, íî è òðåíèðîâàòü ÷èñòî òåõíè-

÷åñêèå íàâûêè, ó÷èòüñÿ óâåðåííî ïîëó÷àòü âåðíûå ðåçóëüòàòû â

íåñëîæíûõ çàäà÷àõ. Òàêèõ çàäà÷ íà ýêçàìåíå áîëüøèíñòâî!

Êàê ÷àñòî ïîñëå ýêçàìåíà ìîæíî óñëûøàòü: ¾Ðåøèë ñòîëüêî-

òî çàäà÷, ìîæåò è âñå, íî íå çíàþ âåðíî ëè¿!
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Â ýòîé ôðàçå ñìåøàëèñü è êîìè÷íîå (÷òî òàêîå ¾íåâåðíî ðå-

øåííàÿ çàäà÷à¿?) è òðàãè÷íîå. Ïî÷òè íàâåðíÿêà àáèòóðèåíò çíàë

êàê ðåøàòü ýòè çàäà÷è, íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, îí íå óâåðåí â ïðà-

âèëüíîñòè ïîëó÷åííûõ îòâåòîâ. Ñïðàøèâàåòñÿ, çà÷åì îñâàèâàòü

ìåòîäû ðåøåíèÿ, åñëè íå äîâåðÿòü çàòåì ñâîèì æå âû÷èñëåíèÿì?

Ïðîâåðêà ýêçàìåíàöèîííûõ ðàáîò, â ñàìîì äåëå, îáíàðóæè-

âàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî îøèáîê â ðåøåíèè òåõ çàäà÷, êîòîðûå

àáèòóðèåíò çíàë êàê ðåøàòü, íî ïî íåáðåæíîñòè íå ñìîã äîâåñòè

äî ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòà. Ýòî ñàìûå íåïðîñòèòåëüíûå îøèáêè,

è íà áîðüáó ñ íèìè äîëæíà áûòü, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íàïðàâëåíà

ïîäãîòîâêà ê ýêçàìåíó.

Êàê æå èçáàâèòüñÿ îò ýòèõ íåäîñòàòêîâ? Äóìàåòñÿ, ÷òî ïî-

ìî÷ü â ýòîì ìîãóò ñëåäóþùèå ñîâåòû:

� íàó÷èòåñü ïðåæäå âñåãî áåçîøèáî÷íî ðåøàòü ïðîñòûå çàäà-

÷è, äëÿ ýòîãî êàæäîìó ÷åëîâåêó íóæíî ðåøèòü èõ íåêîòî-

ðîå äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî, äàæå åñëè ìåòîä ðåøåíèÿ óæå

çíàêîì (âåäü íåëüçÿ íàó÷èòüñÿ áûñòðî áåãàòü ñòîìåòðîâêó

èëè ïîäíèìàòü øòàíãó, òîëüêî ïîñìîòðåâ, êàê ýòî äåëàåò

÷åìïèîí);

� ïðèó÷èòå ñåáÿ ðåøàòü ïðîñòûå çàäà÷è ñðàçó íà÷èñòî, ýòî

ïîâûøàåò âíèìàíèå è ýêîíîìèò íà ýêçàìåíå âðåìÿ è ñèëû

äëÿ ðàçìûøëåíèé íàä áîëåå òðóäíûìè çàäà÷àìè;

� èñïîëüçóéòå âñå ñïîñîáû ïðîâåðêè îòâåòîâ, îñîáåííî äî-

ïóñêàþùèõ ïðÿìóþ ïîäñòàíîâêó â óðàâíåíèå, âåäü ñàìûå

îáèäíûå îøèáêè � ýòî îøèáêè â çàäà÷àõ, äîâåäåííûõ äî

íåâåðíîãî ðåçóëüòàòà ïðè ïðàâèëüíîì ìåòîäå ðåøåíèÿ;

� îòâåòû ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñ áóêâåííûìè äàííûìè ïðî-

âåðÿéòå íà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, íà ïðàâèëüíûõ òðå-

óãîëüíèêàõ, ïðàâèëüíûõ ïèðàìèäàõ èëè äðóãèõ ¾õîðîøèõ¿

ôèãóðàõ;

� íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèâåäåííûå âàðèàíòû êàæäîãî ýêçàìå-

íà ïîõîæè äðóã íà äðóãà, ðåøàéòå èõ èìåííî ýòèìè ïàðàìè,

ñòàðàÿñü ïðè ýòîì âûäåëèòü ñàìîå ãëàâíîå � èäåþ çàäà÷è.

Îäíà è òà æå èäåÿ ìàñêèðóåòñÿ ýêçàìåíàòîðàìè ðàçëè÷-

íûì âíåøíèì âèäîì óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà, ðàçëè÷íû-

ìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, çàäàíèåì â óñëîâèè

îñòðîãî èëè òóïîãî óãëà, òðåóãîëüíîé èëè ÷åòûðåõóãîëüíîé

ïèðàìèäû è ò. ï. Ïðåîäîëåâàÿ ýòîò ¾êàìóôëÿæ¿, íóæíî
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îâëàäåâàòü ñàìûì öåííûì � ìåòîäîì ðåøåíèÿ öåëîãî ñå-

ìåéñòâà àíàëîãè÷íûõ çàäà÷;

� ðåøàÿ äëÿ òðåíèðîâêè âàðèàíò, çàñòàâüòå ñåáÿ ñíà÷àëà çà-

êîí÷èòü âñþ ðàáîòó, ïðåäñòàâüòå, ÷òî âåðíóòüñÿ ê íåé óæå

íåëüçÿ (êàê áóäòî âû óæå ñäàëè ðàáîòó ýêçàìåíàòîðó), è

òîëüêî òîãäà íà÷èíàéòå ïðîâåðêó îòâåòîâ.

Â çàêëþ÷åíèå õî÷åòñÿ ïîæåëàòü íå óäà÷è, à çàñëóæåííûõ

óñïåõîâ!



×à ñ ò ü 1

ÂÀÐÈÀÍÒÛ ÝÊÇÀÌÅÍÎÂ È ÎËÈÌÏÈÀÄ

1993�2004 ãã.

1993 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x5 < x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

10 sin2
x

2
+ 3 sinx� 5 = 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2x+2 = 22x+2 � 3x+3:

4. Â òðàïåöèè ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äåëèò ïëîùàäü òðàïåöèè â îòíîøå-

íèè 3 : 7. Cðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 5. Íàéòè îñíîâàíèÿ òðàïåöèè.

5. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

y =
q

log
1=2(x

2 � 9) + 4 :

6. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå BCD (BC = CD) ïðîâåäåíà
áèññåêòðèñà BE. Èçâåñòíî, ÷òî CE=ED = m. Íàéòè îòíîøåíèå

äëèíû îòðåçêà ED ê ðàäèóñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà BED.

7. Äëÿ ëþáîãî a ðåøèòü óðàâíåíèå

2jxj+ jx� 3j = a:

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SPQR âñå ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøè-

íåS �ïðÿìûå,SH �âûñîòà ïèðàìèäû.Èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêàQHR ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêàRHP ðàâ-

íî k. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà QSR ê ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà RSP .
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1993 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

x
< x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 cos2
x

2
� 5 sinx� 2 = 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3x+2 = 32x+1 � 5x+2:

4. Îäíî èç îñíîâàíèé òðàïåöèè ðàâíî 3. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äåëèò

ïëîùàäü òðàïåöèè â îòíîøåíèè 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò äàííîãî îñíîâà-

íèÿ. Íàéòè äðóãîå îñíîâàíèå òðàïåöèè.

5. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

y =

r
3x � 4x

x
2 + 4x+ 3

:

6. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêåLMN (LM =MN) ïðîâåäåíà
áèññåêòðèñà NK. Èçâåñòíî, ÷òî LK=KM = n. Íàéòè îòíîøåíèå
äëèíû îòðåçêàKM ê ðàäèóñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà KMN .

7. Äëÿ ëþáîãî a ðåøèòü óðàâíåíèå

3jxj+ jx+ 1j = a:

8. Áîêîâûå ðåáðà DA, DB è DC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû DABC
ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, DH � âûñîòà ïèðàìèäû. Èçâåñòíî,

÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêàBDC ê ïëîùàäè òðåóãîëü-

íèêà ADC ðàâíî m. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíè-

êà BHC ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà AHC.
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1993 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3� x
1� 3x

< 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos (7� x) = cos 7x:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
2 log

3
x = 4 log

3

4
p
x� 2:

4. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà r âïèñàíà â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëü-

íèê BCD (BC = CD) ñ óãëîì CBD, ðàâíûì �. Íàéòè ðàäèóñ

îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê BCD.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

jx+ 2j � x
x

< 2:

6. Ñòîðîíû óãëà BOC êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êàõ B è C. Íà
ýòîé îêðóæíîñòè âíóòðè òðåóãîëüíèêà BOC âçÿòà òî÷êà A. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò òî÷êè A äî ïðÿìûõOB èOC ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b
è c. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî õîðäû BC.

7. Îäíèì èç êîðíåé óðàâíåíèÿ bx2+cx+5 = 0, ãäå b < 0, ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî x = 2. Íàéòè äåéñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ bx4+cx2+
+ 5 = 0.

8. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò öèëèíäð ðàäèóñà R è äâà øàðà ðàäèóñà

r (r < R). Øàðû êàñàþòñÿ äðóã äðóãà è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

öèëèíäðà. Öèëèíäð êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè ïî ñâîåé îáðàçóþùåé.

Íàéòè ðàäèóñ øàðà, áîëüøåãî, ÷åì äàííûå, êàñàþùåãîñÿ îáîèõ

äàííûõ øàðîâ, öèëèíäðà è ïëîñêîñòè.
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1993 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(1� 5x) (5x� 1) > 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 6x = sin (6� x):

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
2 log

7
x+ 1 = 3 log

7

3
p
x:

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêåLMN (LM =MN) òî÷êàO�

öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, \OLN = '. Íàéòè îòíîøåíèå

ðàäèóñîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé äëÿ òðåóãîëüíè-

êà LMN .

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

����2x� 1

x� 1

���� > 2:

6. ×åðåç òî÷êó M âíóòðè óãëà ñ âåðøèíîé O ïðîâåäåíà îêðóæ-

íîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí ýòîãî óãëà â òî÷êàõ K è L (òî÷êè M
è O � ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé KL). Ðàcñòîÿíèÿ îò òî÷-

êè M äî ïðÿìûõ KL è OL ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b è c. Íàéòè
ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM äî ïðÿìîé OK.

7. ×èñëî x = 7 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé óðàâíåíèÿ 2x2 +mx+
+ n = 0, ãäå n < 0. Íàéòè äåéñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ

2x4 +mx2 + n = 0.

8. Öèëèíäð ðàäèóñà R è äâà øàðà ðàäèóñà r (r < R) ëåæàò íà
ïëîñêîñòè. Öèëèíäð êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè ïî ñâîåé îáðàçóþùåé.

Øàðû êàñàþòñÿ äðóã äðóãà è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

Íàéòè ðàäèóñ øàðà, ìåíüøåãî, ÷åì äàííûå, êàñàþùåãîñÿ îáîèõ

äàííûõ øàðîâ, öèëèíäðà è ïëîñêîñòè.
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1994 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 2x � sin 6x =
1

2
:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
3
(x� 4) = 1 + 6 log

1=27

p
x� 2:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

7
p
x � 2 � 72�

p
x = 47:

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îòíîøåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé

îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíî 13=4. Íàéòè
îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêà.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

� jx+ 2j+ jy � 3j = 1;

y = 3� jx+ 2j:

6. Â òðåóãîëüíèêå BCD ìåäèàíû BF è CE âçàèìíî ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, CD = b, BD = c. Íàéòè BC.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

a(x+ 3)2 � 2jx+ 3j+ 2 = 0

èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ?

8. Íàêëîííàÿ ïðèçìà ABCDA1B1C1D1 èìååò ñâîèìè îñíîâàíè-

ÿìè òðàïåöèèABCD èA1B1C1D1. Ñóììà ïëîùàäåé ïàðàëëåëü-

íûõ áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû ðàâíà S, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè
ãðàíÿìè ðàâíî d. Íàéòè îáúåì ìíîãîãðàííèêà A1B1C1D1AC.



1994 (ìàé). Âàðèàíò 2 11

1994 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos2 2x+ cos2 5x = 1:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 log
1=36

p
4x� 9 =

1

4
[log

6
(x� 1)� 1]:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2
p�x � 3 � 24�

p�x = 13:

4. Îòíîøåíèå ðàäèóñà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà, ê ïåðèìåòðó ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíî 13=60.
Íàéòè îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêà.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

� jx� 5j+ jy + 1j = 2;

x = 5� jy + 1j:

6. Â òðåóãîëüíèêå KLM òî÷êà B � ñåðåäèíà KL à òî÷êà C �

ñåðåäèíà LM , KC ?MB, KM = l, KL = m. Íàéòè LM .

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

(x+ 4)2 � 3jx+ 4j+ 2a = 0

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ?

8. Òðàïåöèè KLMN è K1L1M1N1 ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè íà-

êëîííîé ïðèçìû KLMNK1L1M1N1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàë-

ëåëüíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ïðèçìû ðàâíî l, à ñóììà ïëîùàäåé
ýòèõ ãðàíåé ðàâíà S. Íàéòè îáúåì ìíîãîãðàííèêàKLMNK1M1.
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1994 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2� x
log2 x

> 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3 cosx+ 5 sinx = 5:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4x�1 + 4 � (0; 25)x�2 = 17:

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = BC, CN è BM � âûñîòû

òðåóãîëüíèêà, BM = m, CN = n. Íàéòè AB è AC.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log2
1=3(9x) + log

3

�
x

3

�
= 9:

6. Íà îêðóæíîñòè âçÿòû ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè A, B, C, D.

Èçâåñòíî, ÷òî AC ? BD, BC = m, AD = n. Íàéòè ðàäèóñ

îêðóæíîñòè.

7. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé a ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

�
�2x2 + 12x+ a > 0;

x 6 �1

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè x?

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD (S � âåðøèíà)

áîêîâîå ðåáðî íàêëîíåíî ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì �,
ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà a, SH � âûñîòà ïèðàìèäû. Íàéòè ïëî-

ùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó H
ïàðàëëåëüíî ðåáðàì SB è CD.
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1994 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log2=3 x

2� 3x
< 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 sinx� cosx = 4:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3x+3 + 3 �
p
3�2x�4 = 10:

4. Â òðåóãîëüíèêå KLM KL = LM = a, MA è KB � áèññåê-

òðèñû òðåóãîëüíèêà, AB = n. Íàéòè KM .

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log2
1=5

�
x

25

�
� log

5

�
25x2

�
= 9:

6. ×åðåç òî÷êè L è M , ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R,
ïðîâåäåíû ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû LN èMK, LN ?MK, LM =
= m. Íàéòè KN .

7. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé b ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

�
3x2 � 18x� b 6 0;

x > 5

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè x?

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN (S � âåðøèíà)

áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b, à âûñîòà SH ïèðàìèäû ðàâíà h. Íàéòè
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñå-

ðåäèíó âûñîòû MK îñíîâàíèÿ LMN ïàðàëëåëüíî ðåáðàì SM
è LN .
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1995 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 2x� 1 = tgx:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
3
x � (log

9
x+ 7) = 12(2 + log

9
x):

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

�
1

7

�x2
� 710�x = 49�1:

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îñòðûé óãîë ðàâåí �, à ïðîòè-
âîëåæàùèé åìó êàòåò ðàâåí a. Íàéòè áèññåêòðèñó ïðÿìîãî óãëà.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2log1=6(x
2
+x) > 0; 5:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå äâóãðàííûé óãîë ïðè

îñíîâàíèè ðàâåí '. Íàéòè óãîë ïðè âåðøèíå ìåæäó äâóìÿ áî-

êîâûìè ðåáðàìè ïèðàìèäû.

7. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ xy, ãäå x è y óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

8<
:
x+ y = 2a� 1;

x2 + y2 =
3

2
a2 � a+ 2:

8. Îêîëî òðàïåöèè BCDE (CD k BE) îïèñàíà îêðóæíîñòü.

Èçâåñòíî, ÷òî CD = c, BE = b, \DBE = �. Íàéòè ðàäèóñ

îêðóæíîñòè.
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1995 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1 + cosx = ctg

�
x

2

�
:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

5(6� log
2
x) = 2 log

4
x � (log

4
x� 3):

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(0; 2)x
2 � 517�2x = 25:

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåò ðàâåí a, à áèññåêòðèñà

ïðÿìîãî óãëà ðàâíà l. Íàéòè äðóãîé êàòåò.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

7� log
3(x2�8x) >

1

49
:

6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå óãîë ìåæäó áîêîâûì

ðåáðîì è âûñîòîé ïèðàìèäû ðàâåí '. Íàéòè óãîë ìåæäó áîêîâûì
ðåáðîì è ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû.

7. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè a äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âû-

ðàæåíèå xy, â êîòîðîì x è y óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

8<
:
x� y = 2a� 1;

x2 + y2 =
1

2
(4� 2a+ 3a2)?

8. Íà îêðóæíîñòè âçÿòû ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè K, L, M è N .

Èçâåñòíî, ÷òî LM k KN , LM = m, KN = n, \LMK = �.
Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
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1995 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2x � 5x�1 = 0; 2 � 102�x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 log
9
x+ 2 = log

3
(12x+ 12):

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x+ 2

x
6

x

x+ 1
:

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BCD BC = a, CD = ma,
\BCD = �. Íàéòè âûñîòó CH è óãîë \CBD.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

j log
5
(x+ 3)j > 1:

6. Â òðàïåöèè BCDE (CD k BE) äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå O, CD = c, BE = b. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêà COB ê ïëîùàäè òðàïåöèè BCDE.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x ÷èñëà a1 = cosx, a2 = (1=2) sin 2x,
a3 = � cos 3x îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ðàçíîñòü

êîòîðîé áîëüøå íóëÿ?

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD (S � âåðøèíà)

ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè C è D
è äåëÿùåé ðåáðî SB â îòíîøåíèè m : n, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû S.
Èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îñíîâàíèÿBCD äî ïëîñêîñòè

ñå÷åíèÿ ðàâíî d, à îáúåì ïèðàìèäû SBCD ðàâåí V . Íàéòè
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

1995 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3x�3 � 5x�1 =
153�x

9
:
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2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1� log
7
(4x+ 3) + 4 log

49
x = 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x+ 2

x+ 1
>

x

x+ 2
:

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå LMN LN = n, LM = m,

\MLN = �. Íàéòè ìåäèàíó LK è óãîë \LMN .

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

j log
2
(x� 5)j > 3:

6. Äèàãîíàëè òðàïåöèè PQRS (QR k PS) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

êå T , QR = l, PS = m. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíè-

êà RTS ê ïëîùàäè òðàïåöèè PQRS.

7. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ x ÷èñëà u1 = cosx, u2 = sinx, u3 =
= 1� cos 2x îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, çíàìåíàòåëü

êîòîðîé áîëüøå íóëÿ. Íàéòè ýòè çíà÷åíèÿ x.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN (S � âåðøèíà)

ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè L è N , îòñòîèò íà ðàñ-

ñòîÿíèå d îò ñåðåäèíû àïîôåìû ãðàíè LSN è äåëèò ðåáðî SM
â îòíîøåíèè m : n, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè M . Èçâåñòíî, ÷òî îáúåì

ïèðàìèäû SLMN ðàâåí V . Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

1995 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 5x+ sinx = sin 3x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

25x+1 + 5x+2 � 50 = 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2jx� 1j = 2 + x:

4. Â òðåóãîëüíèêå äàíû äâà óãëà � è � è ðàäèóñ R îïèñàííîé

îêðóæíîñòè. Íàéòè âûñîòó, îïóùåííóþ èç âåðøèíû óãëà �.
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5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

9log3 x + 3x2 < 16:

6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå áîêîâîå ðåáðî ðàâ-

íî b, à äâóãðàííûé óãîë ïðè áîêîâîì ðåáðå ðàâåí �. Íàéòè îáúåì
ïèðàìèäû.

7. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2
p
x�1 > 3a+1:

8. Â îêðóæíîñòè õîðäà BC ïàðàëëåëüíà äèàìåòðó AD. ×åðåç

òî÷êó A ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ

ïðÿìûå DB è DC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ M è N . Èçâåñòíî,

÷òî AM = m, AN = n. Íàéòè AD.

1995 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 5x� cos 7x = sin 6x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4x�1 � 2x�2 � 3 = 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3jx+ 2j = 6� x:

4. Â òðåóãîëüíèêå äàíû äâà óãëà � è 
 è ðàäèóñ r âïèñàííîé

îêðóæíîñòè. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

49log7 x + 18 > 3x2:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b, à
äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí �. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

7. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé m ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2
p
2+x >

�
1

3

�
2�m

:
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8. Êàòåò KM ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà KLM ñëóæèò äèà-

ìåòðîì îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùåé ãèïîòåíóçó LM â òî÷êå A.
Õîðäà AB ïàðàëëåëüíà êàòåòó KM . Ïðÿìàÿ MB ïåðåñåêàåò

êàòåòKL â òî÷êå C. Èçâåñòíî, ÷òî LK = l, CK = c. ÍàéòèKM .

1996 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1� cos 3x = sin 3x:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1� 2x

x� 5
<

1

3� x :

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

72x = [6� (0; 7)x] � 100x:

4. Îòíîøåíèå äëèí äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðàâíî
p
3.

Îáùàÿ õîðäà ýòèõ îêðóæíîñòåé ñòÿãèâàåò â ìåíüøåé èç íèõ äóãó

â 120Æ. Íàéòè ñòÿãèâàåìóþ ýòîé õîðäîé äóãó áîëüøåé îêðóæíîñ-

òè.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
25
x6 + log

5

�
�x5

�
= 5:

6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCDE ñ âåðøè-

íîéS áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b, à äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ñìåæíûìè
áîêîâûìè ãðàíÿìè ðàâåí �. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû, îòñåêàå-

ìîé îò äàííîé ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äèàãî-

íàëü BD îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà SC.

7. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2� loga(x� 3) < loga x:

8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BCD ïðîâåäåíà âûñîòà CE è

èç òî÷êèE îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðûEM èEN íà ñòîðîíûBC
è CD. Èçâåñòíî, ÷òî CE = b,MN = a. Íàéòè óãîë \BCD.
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1996 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
3 (1 + cos 2x) = sin 2x:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

4� x >
2x� 5

x� 2
:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

[3 � (0; 75)x + 4] � 16x = 32x:

4. Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè èìåþò îáùóþ õîðäó, êîòîðàÿ

ñòÿãèâàåò â íèõ äóãè â 120Æ è 60Æ. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè

áîëüøåãî êðóãà ê ïëîùàäè ìåíüøåãî êðóãà.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
3

�
�x5

�
+ 1 = log

9
x2:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN ñ âåðøèíîé S
áîêîâîå ðåáðî ðàâíî l, à äâóãðàííûé óãîë ìåæäó áîêîâûìè ãðà-

íÿìè ðàâåí �. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû, îòñåêàåìîé îò äàííîé

ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îñíîâàíèÿ ïè-

ðàìèäû SLMN , ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà SM è ïàðàëëåëüíîé

ðåáðó LN .

7. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ b ðåøèòü íåðàâåíñòâî

logb (x+ 3) + logb x < 2:

8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå PQR óãîë \QPR ðàâåí �. Èç
âåðøèíû P ïðîâåäåíà âûñîòà PS è èç òî÷êè S îïóùåíû ïåðïåí-

äèêóëÿðû SA è SB íà ñòîðîíû PQ è PR. Èçâåñòíî, ÷òîAB = a.
Íàéòè äëèíó îòðåçêà PS.
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1996 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 2x+ 8 sinx = 3:

2. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñóììà ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ ðàâ-

íà 65, à ñóììà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ ðàâíà 30. Íàéòè

ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü ïðîãðåññèè.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

�3 < jx2 � 9j < 16:

4. Â òðàïåöèè BCDE (CDkBE) DE = b, à ðàññòîÿíèå îò

ñåðåäèíû îòðåçêà BC äî ïðÿìîé DE ðàâíî d. Íàéòè ïëîùàäü

òðàïåöèè.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

4x+1 + 2x+2 � 8 < 0:

6. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðîâåäåíû äèàìåòð BC è õîðäà BD.

Õîðäà PQ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèàìåòðó BC, ïåðåñåêàåò õîð-

äó BD â òî÷êå M . Èçâåñòíî, ÷òî BD = a, PM : MQ = 1 : 3.
Íàéòè BM .

7. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå îòíîøåíèå áîêîâîãî

ðåáðà ê ñòîðîíå îñíîâàíèÿ ðàâíî
p
5=2, à ðàäèóñ øàðà, âïèñàííî-

ãî â ýòó ïèðàìèäó, ðàâåí 1. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

8. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü óðàâíåíèå

(log
5
2)
p
x+a+2 = (log

4
25)

p
x2�3a�5:

1996 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1 + 4 cosx = cos 2x:

2. Ñóììà ïåðâîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

ðàâíà 40, à ñóììà âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè

ðàâíà 80. Íàéòè ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè.
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3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

�2 < j4� x2j < 21:

4. Ïëîùàäü òðàïåöèè KLMN (LMkKN) ðàâíà S, à ðàññòîÿíèå
îò ñåðåäèíû ñòîðîíûMN äî ïðÿìîé KL ðàâíî m. Íàéòè ñòîðî-

íó KL.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

9x+0;5 � 3x+1 � 18 > 0:

6. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðîâåäåíû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-

íûå õîðäà BC è äèàìåòð KM . Õîðäà KL ïåðåñåêàåò õîðäó BC
â òî÷êå D. Èçâåñòíî, ÷òî KL = b, CD : DB = 2. Íàéòè KD.

7. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâ-

íà 3
p
3, à ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû, ðàâåí 3.

Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

8. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ b ðåøèòü óðàâíåíèå

(log
9
49)

p
x�b�1 = (log

7
3)
p
x2+b2�4b�2:

1996 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 3x� sin

�
7x+

�

2

�
= sin 2x:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x� 1

x

p
4 + 3x� x2

> 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

6
x
2 � 3 � 61�

3x
2 = 3 � 6�

x
2:
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4. ×åðåç òî÷êóL îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû êàñàòåëüíàÿ è õîðäàLM
äëèíû 5. Õîðäà MN ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé è ðàâíà 6. Íàéòè

ðàäèóñ îêðóæíîñòè.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
log

2
(3y2 � x2) = 3;

8 log
16

(�x) + log
2
y2 = 4:

6. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå äèàãîíàëü, ðàâíàÿ d, îáðà-
çóåò ñ áîêîâûìè ãðàíÿìè óãëû � è 
. Íàéòè îáúåì ïàðàëëåëåïè-

ïåäà.

7. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå BCD (BC = CD) ïðîâåäåíà

áèññåêòðèñà BE. Èçâåñòíî, ÷òî CE = c, DE = d. Íàéòè BE.

8. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

a ctgx� 1 = cos 2x;

ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó 0 6 x 6 2�.

1996 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos

�
5x� �

2

�
+ sin 3x = cosx:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x+ 1

(2� x)
p

8 + 2x� x2
< 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2
3x
2 � 25�

x
2 = 22+

x
2:

4. Îäíà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè

â òî÷êå D, à äðóãàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B è C.
Èçâåñòíî, ÷òî BC = 24, DC = 20. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
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5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
log

3
(2x2 � 9y2) = 2;

log
3
x2 + 4 log

9
(�y) = 2:

6. Äèàãîíàëü ïðÿìîé ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû îáðàçóåò ñ ïëîñêî-

ñòüþ îñíîâàíèÿ è îäíîé èç áîêîâûõ ãðàíåé ñîîòâåòñòâåííî óãëû �
è 
. Âûñîòà ïðèçìû ðàâíà H. Íàéòè îáúåì ïðèçìû.

7. Â 4KLM KL = LM ,MN � áèññåêòðèñà, LN = l, KN = k.
ÍàéòèMN .

8. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

cosx � ctgx� sinx = a cos 2x;

ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó 0 6 x 6 2�.

1997 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sinx� sin 3x = 4 sin2 x � cosx:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3x

x
2 � 9

6
1

x+ 2
:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
100

�
x
2

9

�
+ log

10
(x+ 13) = 1:

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà 40, à

ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí 25. Íàéòè ðàäèóñ âïèñàííîé

îêðóæíîñòè.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî �
1

5

�x�1

< 25�
1

x:
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6. Íà ñòîðîíåAB òðåóãîëüíèêàABC âçÿòà òî÷êà F , à íà ïðîäîë-
æåíèè ñòîðîíûAC çà òî÷êóC âçÿòà òî÷êàD, ïðè÷åìFB = CD.

Îòðåçêè FD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, êîòîðàÿ äåëèò îòðåçîê

FD â îòíîøåíèè m : n, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè F . Íàéòè îòíîøåíèå

AB : AC.

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

loga(x
2 + 2) > 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x.

8. Òî÷êà M , íå ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà PQRS,
óäàëåíà îò òðåõ åãî âåðøèí íà ðàññòîÿíèÿ MP = 3, MQ = 4,
MR = 5. ÍàéòèMS.

1997 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cosx� cos 3x = 4 sin3 x:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3x

x
2 � 25

>
2

x+ 1
:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
36

�
x2
�
+ log

6
(x+ 5) = 1:

4. Â òðåóãîëüíèêå BCD BC = CD, BC : BD = 5 : 8, à
ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí 25. Íàéòè ðàäèóñ âïèñàííîé

îêðóæíîñòè.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

4x�1 <
16

2
4

x

:

6. Íà ñòîðîíàõ óãëà KLM âçÿòû òî÷êè P è Q òàê, ÷òî òî÷êà P
ëåæèò ìåæäó L è K, òî÷êà Q ëåæèò ìåæäó L è M , à îòðåçêè
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PM è KQ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N . Èçâåñòíî, ÷òî PK = QM ,

LP : LM = k. Íàéòè îòíîøåíèå KN : NQ.

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

logb(x
2 + 5) > 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM óãîë KLM � ïðÿìîé, SK =
= 5, SL = 6, SM = 7. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû S äî òî÷êè

N òàêîé, ÷òî KLMN � ïðÿìîóãîëüíèê.

1997 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 2x+ cos 6x = �
p
3 cos 4x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

49x+1 + 6 � 7x � 6� log
6
7 = 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
x2 + 2x+ 9 6 x+ j 2x� 3 j:

4. Âûñîòà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû â ÷åòûðå ðàçà

áîëüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â åå îñíîâàíèå. Îáúåì

ïèðàìèäû ðàâåí 36. Íàéòè ñòîðîíó îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
6
log 1

6p
6

(x+ 1) > 1:

6. Íà ñòîðîíàõ îñòðîãî óãëà ñ âåðøèíîéN âçÿòû òî÷êèL èM . Íà

ïðîäîëæåíèè ëó÷à NL çà òî÷êó N âçÿòà òî÷êà P íà ðàññòîÿíèè

7�MN îò ïðÿìîéMN , à íà ïðîäîëæåíèè ëó÷àNM çà òî÷êóN �

òî÷êàQ íà ðàññòîÿíèè 7�LN îò ïðÿìîéLN . Ðàäèóñ îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà LMN , ðàâåí 1. Íàéòè PQ.

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

x� 3a� 1

x+ 2a� 2
6 0



1997 (ìàé). Âàðèàíò 2 27

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà 2 6 x 6 3.

8. Äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ïðà-

âèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí �, à ðàäèóñ øàðà, âïèñàí-
íîãî â ýòó ïèðàìèäó, ðàâåí r. Òî÷êè êàñàíèÿ øàðà ñ áîêîâûìè

ãðàíÿìè ïèðàìèäû, à òàêæå öåíòð âïèñàííîãî øàðà ñëóæàò âåð-

øèíàìè âòîðîé ïèðàìèäû. Íàéòè îáúåì ýòîé âòîðîé ïèðàìèäû.

1997 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 9x� sin 5x =
p
3 cos 7x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4x+3 � 7 � 2x+3 + 2log2 3 � 11 = 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
x2 + 3x+ 9 + 2x 6 3j x+ 1 j:

4. Àïîôåìà ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà ñòî-

ðîíå åå îñíîâàíèÿ. Îáúåì ïèðàìèäû ðàâåí 12. Íàéòè âûñîòó

ïèðàìèäû.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
7
log 1

7p
7

(x� 4) < 1:

6. Íà ñòîðîíàõ òóïîãî óãëà ñ âåðøèíîé F âçÿòû òî÷êè D è E.
Íà ëó÷å FD âçÿòà òî÷êà S íà ðàññòîÿíèè 2 �EF îò ïðÿìîé EF ,
à íà ëó÷å FE � òî÷êà T íà ðàññòîÿíèè 2 � DF îò ïðÿìîé DF .
Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà DEF , ðàâåí
4. Íàéòè ST .

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

x+ 3a� 2

x� 2a� 1
6 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà 3 6 x 6 4.
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8. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå äâóãðàííûé óãîë

ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ðàâåí �, à ðàäèóñ âïèñàí-
íîãî øàðà ðàâåí r. Òî÷êè êàñàíèÿ øàðà ñ áîêîâûìè ãðàíÿìè

ïèðàìèäû, à òàêæå öåíòð âïèñàííîãî øàðà ñëóæàò âåðøèíàìè

âòîðîé ïèðàìèäû. Íàéòè îáúåì ýòîé âòîðîé ïèðàìèäû.

1997 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 6x+ 6 cos 2x = 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

6 � 2x�3

2x � 3x
= 1 +

�
3

2

�x
:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
log

4
(x� 5) > log 1

4

64

x� 5
:

4. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà BCD, ïå-

ðåñåêàåò ñòîðîíó CD â òî÷êå M , à ñòîðîíó BD � â òî÷êå N .

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà MDN â äâà ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè òðà-

ïåöèè BCMN . Íàéòè DN : NB.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé�
y � jx� 3j = 1;

jx� yj = 3:

6. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 6, 7,

11. Áîêîâûå ðåáðà ïèðàìèäû íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

ïîä óãëîì 30Æ. Íàéòè âûñîòó ïèðàìèäû.
7. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(a+ 4)
p
5� x > a+ 3:

8. Â òðàïåöèè BCDE CDkBE, \BCD = 90Æ. Ïðÿìàÿ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ ñòîðîíå DE, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå M , à

ñòîðîíó DE � â òî÷êå N . Èçâåñòíî, ÷òî MD = a, à ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷åê B è E äî ïðÿìûõ CN èMD ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b è
c. Íàéòè CN .
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1997 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 3x� 7 sinx = 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

15 � 3x�3

3x � 2 � 5x = 1 + 2 �
�
5

3

�x
:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log 1

3

1

27(x+ 4)
> 5

p
log

3
(x+ 4):

4. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå MN òðåóãîëüíèêà LMN , ïå-

ðåñåêàåò ñòîðîíó LM â òî÷êå A, à ñòîðîíó LN � â òî÷êå B. Ïëî-
ùàäü òðàïåöèèAMNB â ïÿòü ðàç áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

ABL. ÍàéòèMA :ML.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

�
y � jx+ 2j = 2;

jx+ yj = 5:

6. Áîêîâûå ãðàíè ïèðàìèäû íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

ïîä óãëîì 30Æ. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî

ñòîðîíàìè 7, 8, 13. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

7. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(4� a)
p
4� x > 3� a:

8. Â òðàïåöèè KLMN LMkKN , \LMN = 90Æ. Ïðÿìàÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ ñòîðîíåKL, ïåðåñåêàåò ñòîðîíóKL â òî÷êå B, à
ñòîðîíó MN � â òî÷êå C. Èçâåñòíî, ÷òî KC = a, à ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷åê L è M äî ïðÿìûõ KC è BN ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b è
c. Íàéòè BN .
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1998 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 3x� cos 2x � sinx = 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèåp
4x� x2 � 3 = 3x� 6:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3
2x�15
x >

3
p
272x+15:

4. Â òðàïåöèè BCDE, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè, CDkBE,
BC = DE, \BCD = 135Æ. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 30. Íàéòè

BC.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
5log4(2x�y) = 1;

93x�2y � 6 � 33x�2y = 27:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD ïëîùàäü ñå÷åíèÿ,

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî SC è âûñîòó SO ïèðàìèäû, â

äâà ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Áîêîâîå ðåáðî

ðàâíî
p
21. Íàéòè ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû.

7. Â 4BCD \CBD = �, BC = b. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

êàñàåòñÿ ñòîðîí BD è CD â òî÷êàõ K è L, áèññåêòðèñà óãëà

CBD ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ KL â òî÷êå M . Íàéòè ðàññòîÿíèå îò

òî÷êèM äî ïðÿìîé BC.

8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà óðàâíåíèé�
log

5
(y + 6)� 2 log

25
x = 0;

(x+ a)2 + 2y � a = 0

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?
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1998 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 2x � cos 3x� cos 5x = 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèåp
5x� x2 + 6 = 5� 2x:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

5
3x�4
x >

3
p
1252x+12:

4. Îêðóæíîñòü âïèñàíà â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ, ó êîòîðîé

ïëîùàäü ðàâíà 40, à òóïîé óãîë ðàâåí 150Æ. Íàéòè áîêîâóþ ñòî-

ðîíó òðàïåöèè.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
5log7(y�x) = 1;

45y�6x � 5 � 25y�6x = 24:

6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLMN ïëîùàäü

ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç áîêîâîå ðåáðîSM è âûñîòóSH ïèðà-

ìèäû, â òðè ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Áîêîâîå

ðåáðî ðàâíî
p
26. Íàéòè ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû.

7. Îêðóæíîñòü âïèñàííàÿ â4LMN , êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëàMLN
â òî÷êàõB èC. Áèññåêòðèñà óãëàLNM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþBC â

òî÷êåK. Èçâåñòíî, ÷òî \LNM = �,MN = a. Íàéòè ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè K äî ïðÿìîéMN .

8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà óðàâíåíèé�
2 log

9
(y + 1)� log

3
x = 0;

2(4y + 5a)� (x+ a)2 � 1 = 0:

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?
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1998 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 5x� sin 2x � cos 3x+ cosx = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

j x2 + 3x� 4 j > x:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

81
2

x + 12 � 3
4

x�1 � 21 = 0:

4. Îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 3 è 5 âíåøíèì îáðàçîì êàñàþòñÿ äðóã

äðóãà â òî÷êå A è êàæäàÿ èç íèõ êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà. Èõ îáùàÿ

êàñàòåëüíàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóA, ïåðåñåêàåò ñòîðîíû ýòî-

ãî óãëà â òî÷êàõ B è C. Íàéòè BC.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
2

�
log 9

16

��
5

4

�x
� 1

4

��
6 �1:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD S � âåðøèíà,

SO � âûñîòà, SB = 3, BC = 2. ×åðåç òî÷êè S, B, C ïðîâåäåíà

ñôåðà òàê, ÷òî ïðÿìàÿ SO ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê

ñôåðå. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû.

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

log 1

5

(x2 � ax+ 7) < �1:

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà x < 0 .

8. Â òðåóãîëüíèêå BCD DA � áèññåêòðèñà, CD = b, BD = c
(b < c). ×åðåç òî÷êóA ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿDA
è ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíó BD â òî÷êåM . Íàéòè DM .
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1998 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 4x+ sin 3x � sinx+ sin 2x = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

j x2 + 2x� 3 j > x:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

64
1

x + 4 � 2
3

x�1 � 24 = 0:

4. Îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 4 è 5 ñ öåíòðàìèO1 èO2 âíåøíèì îáðà-

çîì êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå D. Èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ, ïðî-

õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóD, ïåðåñåêàåò èõ äðóãèå îáùèå êàñàòåëüíûå

â òî÷êàõM è N . Íàéòè ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà O1MO2N .

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log 1

3

�
log 64

27

��
2

3

�x
+

1

3

��
> 1:

6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SH � âûñîòà, áîêî-

âîå ðåáðî SM ðàâíî 8, ñòîðîíà îñíîâàíèÿ MN ðàâíà 4. ×åðåç

òî÷êè S, M , N ïðîâåäåíà ñôåðà òàê, ÷òî ïðÿìàÿ SH ëåæèò â

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ñôåðå. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû.

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

log
7
(x2 + 6bx+ 10) > 1:

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà x > 0 .

8. Â òðåóãîëüíèêå AMB AM =MB,MK � áèññåêòðèñà. ×åðåç

òî÷êó K ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû óãëà AMB â

òî÷êàõ L è N (N ìåæäó A èM),MN = a,ML = b. Íàéòè AN .

2 Ã.Í. Ìåäâåäåâ
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1998 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 cosx � sin 3x � cos 4x+ sin 2x = 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
5
(x+ 1)� log

25
(x2 � 4x+ 4) = log

5
2:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

25
2x+1
2 � 2

2x+3
2 < 2

2x+7
2 + 52x:

4. Ìåäèàíû BM è DN òðåóãîëüíèêà BCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

êå O. Èçâåñòíî, ÷òî \CBD = �, \CDB = �, BD = b. Íàéòè
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî ïðÿìîé BD.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

(
x+ jx+ yj = 0;

y � 2 +
p
x� y + 5 = 0:

6. Íà îòðåçêå AC âçÿòà òî÷êà B, îòðåçêè AC è BC ñëóæàò äèà-

ìåòðàìè îêðóæíîñòåé. Õîðäà AN êàñàåòñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè

â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò á�îëüøóþ îêðóæíîñòü â òî÷-

êåM , \DAC = �, AC = 2R. Íàéòè ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ACNM .

7. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

loga (2a
x � 5) < x+ 1:

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìåBCDB1C1D1 (BB1 k CC1 k
k DD1) óãîë ìåæäó ïðÿìûìè BC1 è B1D ðàâåí �, BB1 = 2.
Íàéòè BC.
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1998 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 2x = 4 cos 4x � cos 3x � sinx:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log
6
(x� 3)� log

36
(x2 � 12x+ 36) = log

6
2:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

22x+3 + 3
2x+1
2 > 3

2x+5
2 � 4x:

4. Â òðåóãîëüíèêå LMN \LMN = �, \MNL = �, MN = b.
Ìåäèàíû MA è NB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Íàéòè ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè O äî ïðÿìîéMN .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

(
x� 2 + jx+ y � 2j = 0;

y � 2 +
p
x� y + 3 = 0:

6. Íà îòðåçêå AC âçÿòà òî÷êà B, îòðåçêè AC è AB ñëóæàò äèà-

ìåòðàìè îêðóæíîñòåé. Õîðäà CK êàñàåòñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè

â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåò á�îëüøóþ îêðóæíîñòü â òî÷-

êå L, \DCA = �, AC = 2R. Íàéòè ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà

AKLC.

7. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x+ 1� loga (3a
x � 8) > 0:

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå LMNL1M1N1

(LL1 k MM1 k k NN1) óãîë ìåæäó ïðÿìûìè MN1 è L1N
ðàâåí �, LM = 2. Íàéòè NN1.

2*
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1999 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 6x = cos 5x+ sin 4x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

25x�4 � 32x�2 + 5 � 64
5x�4
6 = 383:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

2
log 1p

7

(x+ 2)� 2 log
49
(x+ 8) > �2:

4. Â 4BCD BC = CD, \CBD = 45Æ. Ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò

ñòîðîíóBD â òî÷êåK, à ñòîðîíóCD � â òî÷êå L,DK = 2 �KB,
\LKD = 30Æ. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà KLD ê

ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà BCLK.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(p
x2 + 3x+ 2� jy + 2j = 0;

2
p
y2 + 4y + 4 +

p
x2 � x� 2 = 0:

6. Âíóòðè îñòðîãî óãëà BCD âçÿòà òî÷êà A. Îäíà îêðóæíîñòü
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå C è âòî-

ðîé ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ CD â òî÷êå D. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, êàñàåòñÿ ïðÿìîé CD â òî÷êå C è åùå

ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ CB â òî÷êå B. Èçâåñòíî, ÷òî AD = a,
CB = b, AB = c. Íàéòè CD.

7. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü óðàâíåíèå

loga(x
2 � 4a) = loga(a

2 + 4x):

8. Ñôåðà êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ KLMN ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëü-

íîé ïèðàìèäû SKLMN â åãî öåíòðå è ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøè-

íó S. Èçâåñòíî, ÷òî SK = b, \KSL = �. Íàéòè äëèíó ëèíèè

ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû ñ ïîâåðõíîñòüþ ïèðàìèäû.
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1999 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 12x = sin 5x+ cos 2x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

53x�2 + 125x�1 + 25
3x
2 = 131:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

4 log 1

25

(3� x)� logp
5
(7� x) < �6:

4. Íà ñòîðîíå LN 4LMN , â êîòîðîì LM =MN , \MLN = 30Æ,
âçÿòà òî÷êà A, à íà ñòîðîíå LM � òî÷êà B òàê, ÷òî NA = 3 �
�AL, \BAL = 45Æ. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ABMN ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABL.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(p
x2 + x� 6� j3y + 2j = 0;

5
p

9y2 + 12y + 4 +
p
x2 � 3x+ 2 = 0:

6. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü, è ê

ýòîé îêðóæíîñòè â òî÷êå B ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ BD. Äðóãàÿ

îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC â òî÷êå C, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êó B è âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BD â òî÷êå D. Èçâåñòíî,

÷òî BD = a, AC = b, AB = c. Íàéòè CD.

7. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü óðàâíåíèåp
2x2�4a � 32 =

p
2a2+4x � 32 :

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD âûñîòà SH ðàâ-

íà h, \BSC = �. Ñôåðà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó S è êàñàåòñÿ

îñíîâàíèÿ BCD â òî÷êå H. Íàéòè äëèíó ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ

ñôåðû ñ ïîâåðõíîñòüþ ïèðàìèäû.
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1999 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cosx� sin
3x

2
� sin x

2
= 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
x+ 5 �

p
2x+ 3 = x+ 7:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

log25(x+ 2)
6

2

log5(x+ 6)
:

4. Â òðåóãîëüíèêå BCE âçÿòû òî÷êà L íà ñòîðîíå BC, à òî÷-

êà K � íà ñòîðîíå BE. Îòðåçêè EL è CK ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå O, BL : LC = 3 : 5, EO : OL = 2 : 1. Íàéòè BK : KE.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé8><
>:

2

�
y
x+

8x
y

�
= 64;p

y �
p

3x =
1

2 +
p
3
:

6. Â ðîìáå BCDE âûñîòû CM è CN ïåðåñåêàþò äèàãîíàëü BD
â òî÷êàõ P è Q (P ìåæäó B è Q), PQ = p, QD = q. ÍàéòèMN .

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

cos 2x+ 2 sinx+ 2a2 + 2a� 1 = 0

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå 0 6 x < 2�?

8. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1

(AA1 k BB1 k k CC1 k DD1) AB = BC = 3a, AA1 = a.
Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè B è D1 ïàðàëëåëüíî

ïðÿìîé A1C1. Íàéòè ðàäèóñ øàðà, êàñàþùåãîñÿ ýòîãî ñå÷åíèÿ è

òðåõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îáùåé âåðøèíîé D.
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1999 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 2x� sin
5x

4
� cos 3x

4
= 0:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
x+ 1 �

p
2x+ 3 = x+ 5:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1

log16(x+ 3)
>

4

log2(x+ 9)
:

4. Â òðåóãîëüíèêå LMN âçÿòû òî÷êà B íà ñòîðîíå MN , à

òî÷êà D � íà ñòîðîíå LN . Îòðåçêè LB è MD ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå O, LD : DN = 2 : 3, LO : OB = 3 : 2. ÍàéòèMO : OD.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé8><
>:

7

�
x
4y+

3y
x

�
= 49;p

7y �
p

2x =
3

2 +
p
7
:

6. ÂûñîòûQA èQB ðîìáà PQRS ïåðåñåêàþò åãî äèàãîíàëü PR
â òî÷êàõM èN (M ìåæäó P èN),AB = p,MN = q. Íàéòè PN .

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

cos 2x+ 2 (2a� 1) cosx+ 2a2 � 2a+ 1 = 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ íà ïðîìåæóòêå 0 6 x < 2�?

8. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå KLMNK1L1M1N1

(KK1 k k LL1 k MM1 k NN1) LM = MN = b, MM1 = 3b.
Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè K1 è M ïàðàëëåëüíî

ïðÿìîé L1N1. Íàéòè ðàäèóñ øàðà, êàñàþùåãîñÿ ýòîãî ñå÷åíèÿ è

òðåõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îáùåé âåðøèíîé K.
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1999 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 9x+ cos 5x+ 2 sin2 x = 1:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ����2� 1

x� 3

���� < 3:

3. Îêîëî îêðóæíîñòè îïèñàíà ðàâíîáî÷íàÿ òðàïåöèÿ BCDE

(CD k BE), ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà 2
p
2=3, CD : BE = 1 : 2.

Íàéòè BC.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé8><
>:

8

23�x
+ 2 � 5y+1 = 25;

3 � 2x+2 � 20

51�y
= 52:

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå r
1� 4

2� x =
1

2� x :

6. Âíå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîìO âçÿòû òî÷êèB èC òàê, ÷òîOB =
= OC, à êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç B è C,
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N , ON < OB, BN 6= CN . Èçâåñòíî, ÷òî

OB = a, BN = b, CN = c. Íàéòè ON .

7. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD ñ âåðøèíîé S
áîêîâîå ðåáðî SB ðàâíî b. Ñôåðà ðàäèóñà b=3 êàñàåòñÿ ïëîñêî-

ñòè SBC â òî÷êå B è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó D. Íàéòè \DSC.

8. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ b ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
2b

�
log

7
x2
�
> 1

è íàéòè, ïðè êàêîì çíà÷åíèè bìíîæåñòâî òî÷åê x, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê, äëèíà

êîòîðîãî ðàâíà 14?
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1999 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 5x� sinx+ 1 = 2 cos2
�
3x

2

�
:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ����3 +
1

x+ 2

���� < 5:

3. Îêîëî òðàïåöèè ABCD (BC k AD) îïèñàíà îêðóæíîñòü, è â
òó æå òðàïåöèþ âïèñàíà äðóãàÿ îêðóæíîñòü, BC : AD = 1 : 5,
ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 3

p
5=5. Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé8><
>:

2 � 7x+1 � 27

32�y
= 21;

21

71�x
+ 2 � 3y+1 = 51:

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå r
6

x� 3
+ 1 =

1

x� 3
:

6. Èç òî÷êè K ïðîâåäåíû äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè ñ öåí-

òðîì O. Íà îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ âçÿòà òî÷êà L, à íà äðóãîé

ïðÿìîé âçÿòà òî÷êà M òàê, ÷òî OL = OM , OL < OK, KL 6=
6= KM . Èçâåñòíî, ÷òî KL = b, OK = k, OM = m. Íàéòè`MK.

7. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLMN ñ âåðøè-

íîé S áîêîâîå ðåáðî SK ðàâíî b. Ñôåðà ðàäèóñà b=2 êàñàåòñÿ

ïëîñêîñòè SKL â òî÷êå K è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N . Íàé-

òè \MSN .

8. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ n ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
4n

�
log

2
x2
�
> 1

è íàéòè, ïðè êàêîì çíà÷åíèè n ìíîæåñòâî òî÷åê x, íå ÿâëÿþ-

ùèõñÿ ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê,

äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 4?
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2000 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 3x+ sin 4x = sin 7x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

5
p
x�1 � 24 � 5�

p
x�1 = 1:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x2 +
p
3x3 > x:

4. Â 4BCD CE � ìåäèàíà, CE = m, BC = a, BD = c. Íàéòè
\CBD.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
logp

6
x+ 2 log

6
y = 2;

log
27
(3y � 3x� 1)3 + log

3
(3y � 3x+ 1) = log

3
8:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå âûñîòà ðàâíà 6, à îáúåì

ðàâåí 72
p
3. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû, âïèñàííîé â ïèðàìèäó.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b óðàâíåíèå

25�x � (2b+ 5)5�x+
1

x + 10b � 5
2

x = 0

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ?

8. ×åðåç òî÷êè K è L, ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíû êàñà-

òåëüíûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå M . Ñåêóùàÿ MB ïåðåñåêàåò

ýòó îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B, à õîðäó KL � â òî÷êå N .

Èçâåñòíî, ÷òîMA :MB = 2 : 5. ÍàéòèMN : NB.

2000 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 3x� sin 2x = sin 5x:



2000 (ìàé). Âàðèàíò 1 43

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 � 3�
p
x + 1 = 3

p
x�2:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3x�
p
2x3 < x2:

4. Â 4BCD BE � áèññåêòðèñà, BE = l, BD = b, \CBD = �.
Íàéòè BC.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
2 log

3
x+ logp

3
y = 2;

log
8
(x� y � 1)3 + log

2
(x� y + 1) = log

2
3:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2, à îáú-

åì ðàâåí 2
p
3=3. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïðèçìû.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

4x � (a+ 2)2x�
1

x + 2a � 2�
2

x = 0

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ?

8. Íà ñòîðîíå BC 4ABC âçÿòà òî÷êà M . Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ

ïðÿìûõ AB è AC â òî÷êàõ B è C è ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AM â

òî÷êàõ E è D, AE : ED = 3 : 4. Íàéòè EM :MD.

2000 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 6x

cos 2x
� 6 cos 2x+ 1 = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
x2 + j3� xj � 10 > x� 3:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
2x +

�p
2
�x
�
p
2 � 2x +

p
2 = 0:
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4. Â òðàïåöèè PQRS QR k PS, PS = 3 �QR. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
áîêîâûå ñòîðîíû â òî÷êàõ A è B, PA : AQ = 2 : 5, RB : BS =
= 3 : 7. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäåé ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ AQRB
è PABS.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2

q
log2

4
(2x� 1) = 3� log

2
(x+ 3):

6. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD SD?BC, SD?BD, BC =
= CD = 4, BD = 3, SD = 4. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé

îêîëî ïèðàìèäû.

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

ax(a� 2)x � 2ax+1 � (a� 2)x + 2a 6 0

è íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê äëèíû 2.

8. Â îñòðîóãîëüíîì 4BCD BC 6= CD, âûñîòà CE ïåðåñåêàåò

ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì BD â òî÷êå F , H � òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ âûñîò 4BCD, CE = a, CH = b. Íàéòè FE.

2000 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 3x

cosx
+ 4 sinx+ 1 = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
x2 + jx� 2j � 5 > x� 2:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

6
p
7x +

�p
7
�x
�
p
7 � 7x +

p
7 = 0:

4. Â òðàïåöèèKLMN LM k KN ,KN = 2�LM . Íà ñòîðîíàõKL
è MN âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè B è C, KB : BL = 4 : 3,
MC : CN = 5 : 2. Â êàêîì îòíîøåíèè ïðÿìàÿBC äåëèò ïëîùàäü

òðàïåöèè?
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5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3

q
log2

27
(x+ 1) = 2� log

3
(2x+ 3):

6. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN SL?MN , SL?LN , LM =
= MN = 3, LN = 2, SL = 2. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé

îêîëî ïèðàìèäû.

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

ax(a� 1)x � 3ax+1 � (a� 1)x + 3a 6 0

è íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê äëèíû 2.

8. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèàìåòðó LM íåêîòîðîé îêðóæ-

íîñòè, ïåðåñåêàåò åãî â òî÷êå N (LN 6= NM), à îêðóæíîñòü �

â òî÷êàõ A è B. Íà ýòîé ïðÿìîé âçÿòà òî÷êà K (A ìåæäó K
è N), H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò 4KLM , KN = a, HN = b.
Íàéòè AN .

2000 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

5 sin 6x+
2

cos 2x
= 5 sin 2x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1p
x+ 1

+
p
x+ 1 =

p
3x� 1 :

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
2

3x� 5

x� 2
+ 3 log

8

(x� 2)3

3x� 5
< 1:

4. Íà ñòîðîíå CD òðåóãîëüíèêà BCD âçÿòà òî÷êà D1, à íà

ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC âçÿòà òî÷êà C1 (C ìåæäó B è C1).

Äëèíà îòðåçêà CD1 ðàâíà 88% äëèíû ñòîðîíû CD, à äëèíà

îòðåçêàBC1 ðàâíà 125% äëèíû ñòîðîíûBC. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
ïëîùàäè 4BCD ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü 4BC1D1?
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5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 �
��2x�1 � 1

��+ ���4x2 � 3
��� = 1:

6. Â4BCDBC = b,CD = c, òî÷êàO� öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè. Ïðÿìàÿ DA, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé CO, ïåðåñåêàåò
ñòîðîíó BC â òî÷êå A. Íàéòè AB.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî

(x2 � (a+ 8)x� 6a2 + 24a)
p
3� x 6 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

8. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâåí 4, à âûñîòà êîíóñà ðàâíà 8. Òî÷-

êà B íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò îñè êîíóñà è íà ðàññòîÿíèè 6

îò ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà. Ïðÿìàÿ BD èìååò ñ êîíóñîì

åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó C è ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ

êîíóñà â òî÷êåD. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

êîíóñà ðàâíî 4. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèD äî âåðøèíû êîíóñà.

2000 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1

sin 2x
� 5 cos 6x = 5 cos 2x:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

p
x� 2 +

1p
x� 2

=
p
3x� 10 :

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
3

4x� 7

2x� 3
+ 2 log

9

(2x� 3)3

4x� 7
< 1:

4. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíûMN òðåóãîëüíèêà LMN âçÿòà òî÷-

êà M1 (M ìåæäó M1 è N), à íà ñòîðîíå LM âçÿòà òî÷êà L1.

Äëèíà îòðåçêà M1N ðàâíà 110% äëèíû ñòîðîíû MN , à äëèíà

îòðåçêà L1M ðàâíà 80% äëèíû ñòîðîíû LM . Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ

ïëîùàäè 4LMN ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü 4L1M1N?
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5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

7 �

�����
�
1

7

�x+1

� 1

�����+
�����5�

�
1

49

�x
2

����� = 2:

6. Â 4LMN MN = m, LN = n, òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé

îêðóæíîñòè. ÏðÿìàÿMK, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîéNO, ïåðå-
ñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû LN â òî÷êå K. Íàéòè KL.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî�
�x2 + (2a� 6)x+ 3a2 + 18a

�p
x+ 4 > 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

8. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà ðàâíà 2
p
17, à âûñîòà êîíóñà ðàâíà 8. Òî÷-

êà L íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà

è íà ðàññòîÿíèè 2 îò îñè êîíóñà. Ïðÿìàÿ LN èìååò ñ êîíóñîì

åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êóM è ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ

êîíóñà â òî÷êåN . Ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM äî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

êîíóñà ðàâíî 2. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèN äî âåðøèíû êîíóñà.

2001 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3x + 2x� 35

x� 4
6 2:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 sin (3x2) � cos 4x+ sin (4x� 3x2) = 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

10x � 2x+1 � 5x+2 + 50 = 0:

4. Â 4BCD BL è DK � ìåäèàíû, \BCD = 120Æ. Îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè K, L è D, ïðîõîäèò òàêæå ÷åðåç

òî÷êó B. Ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí 2
p
7. Íàéòè ïëîùàäü

÷åòûðåõóãîëüíèêà BKLD.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîr
3

2
log

9
(4x2 � 3) > log

3

p
4x2 � 3 :
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6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN , âñå ðåáðà êîòî-

ðîé ðàâíû 3a, íà ðåáðå SM âçÿòà òî÷êà A òàê, ÷òî SA : AM =
= 2 : 1. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ

ðåáðó SL è âûñîòå MK 4LMN . Íàéòè ïåðèìåòð ñå÷åíèÿ ïè-

ðàìèäû ýòîé ïëîñêîñòüþ.

7. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

5 (2a+ x) + 9a
p
2a+ x� 2a2 > 0:

8. Íà ñòîðîíå îñòðîãî óãëàLON âçÿòà òî÷êàM (M ìåæäóO èL).
Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèM è L è êàñàåòñÿ ëó÷à ON â

òî÷êå N . Íà äóãå MN , íå ñîäåðæàùåé òî÷êè L, âçÿòà òî÷êà K.

Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî ïðÿìûõ LN , LM è MN ðàâíû ñîîò-

âåòñòâåííî l,m è n. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèK äî ïðÿìîéON .

2001 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3x+ 7x � 25

x+ 8
> 3:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 sin 3x � sin (4x2) + cos (4x2 + 3x) = 0:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

20x � 4x+2 � 5x+1 + 80 = 0:

4. Â 4LMN òî÷êè B è C � ñåðåäèíû ñòîðîí LM è MN ,

\MNL = 30Æ, BC = 2
p
21. Òî÷êà N ëåæèò íà îêðóæíîñòè, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè L, B è C. Íàéòè ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîr
5

2
log

4
(5x2 � 2) > log

2

p
5x2 � 2 :

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäåSBCD, âñå ðåáðà êîòîðîé

ðàâíû 5a, íà ðåáðå SD âçÿòà òî÷êàM òàê, ÷òî SM :MD = 2 : 3.
×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ðåáðó SC



2001 (ìàé). Âàðèàíò 1 49

è áèññåêòðèñå DA 4BCD. Íàéòè ïåðèìåòð ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû

ýòîé ïëîñêîñòüþ.

7. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

4 (a� 3x)� 3a
p
a� 3x� a2 > 0:

8. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò îäíó ñòîðîíó îñòðîãî óãëà BOC â

òî÷êàõ D è B (D ìåæäó O è B) è êàñàåòñÿ äðóãîé ñòîðîíû óãëà

â òî÷êå C. Íà äóãå BC, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè D, âçÿòà òî÷êà A.
Äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè A íà ïðÿìûå CD,

OC è BC, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a, c è d. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè A äî ïðÿìîé BD.

2001 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 3x =
1

2
cosx+

p
3

2
sinx:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî�
1

3

�
1�x

� 3
p
2�x >

1

9
:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
5
(x3 � x2 � 6x)� 2 log

25
(x2 � 3x) < log

5
7:

4. Â 4BCD \D � òóïîé, ïðîäîëæåíèÿ âûñîò BM è DN ïåðå-

ñåêàþòñÿ â òî÷êå O, \BCD = �, \CBD = 
, CD = b. Íàéòè
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî ïðÿìîé CD.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé8<
: j cos yj cosy =

j sinxj
4 sinx

;

j sinx� 2j2 + j cosyj2 = 9:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM , âûñîòà ðàâíà 6, à

ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 3.Øàð, âïèñàííûé â ïèðàìèäó, êàñàåòñÿ

ãðàíåé LSM è MSK ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ A è B. Íàéòè
äëèíó îòðåçêà AB.
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7. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî çíà÷åíèÿm íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

log�
2x2+

m2

2

�(6x)m2
+2 = m2 + 2:

8. Íà ïðÿìîé âçÿòû òðè ðàçëè÷íûå òî÷êèK, L èM (L ìåæäóK
èM ,KL 6= LM). Íà îòðåçêàõKL, LM èKM êàê íà äèàìåòðàõ

ïîñòðîåíû ïîëóîêðóæíîñòè, ñåðåäèíû êîòîðûõ � ñîîòâåòñòâåííî

òî÷êè A, B è C. Òî÷êè A, B è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò

ïðÿìîé KM . Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé

ýòèìè òðåìÿ ïîëóîêðóæíîñòÿìè, ê ïëîùàäè 4ABC.

2001 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 5x =

p
3

2
sinx� 1

2
cosx:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

6x�1 �
�
1

6

�px+2

<
1

36
:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

2 log
36
(x2 � x)� log

6
(x3 + 2x2 � 3x) > log

6

�
1

5

�
:

4. Â 4LMN \N � òóïîé, ïðîäîëæåíèÿ âûñîò LA è NB ïåðå-

ñåêàþòñÿ â òî÷êå O, \LMN = �, \LNM = �, LN = m. Íàéòè

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî ïðÿìîé LN .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé8<
: 4j sinxj sinx =

j cos yj
cos y

;

j sinxj2 + j cosy � 2j2 = 9:

6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN âûñîòà ðàâíà 8

è ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 8. Øàð êàñàåòñÿ áîêîâûõ ðåáåð LS,
MS è NS ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ A, B è C, à òàêæå êàñàåòcÿ
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Íàéòè äëèíó îòðåçêà BC.
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7. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî çíà÷åíèÿ n íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

1

4 + n
2
log�

n2

2
+2x2

�(4x)4+n2 = 1:

8. Íà ïðÿìîé âçÿòû òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè B, C è D (C ìåæäó B
è D, BC 6= CD). Íà îòðåçêàõ BC, CD è BD êàê íà äèàìåòðàõ

ïîñòðîåíû ïîëóîêðóæíîñòè, ñåðåäèíû êîòîðûõ � ñîîòâåòñòâåííî

òî÷êè L, M è N . Òî÷êà L ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó, à òî÷êè M
è N � ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé BD. Íàéòè îòíîøåíèå ïëî-

ùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè òðåìÿ ïîëóîêðóæíîñòÿìè, ê

ïëîùàäè 4LMN .

2001 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

tg (2x+ 5) � ctg (x+ 2) = 1:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1p
4� x >

1

2x� 1
:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 � 43x2+5x � 4 = 7 � 8x2+
5x
3 :

4. Â òðàïåöèè PQRS QR k PS, \PQR = �=2, QR = q, PS = p,
RS = b. ×åðåç òî÷êè R è S ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ

ïðÿìîé PQ â òî÷êå B. Íàéòè ïëîùàäü 4BRS.
5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
7

�
log

3

�
x� 1

x+ 1

��
< log 1

49

�
log 1

9

�
x
2 + 2x+ 1

x
2 � 2x+ 1

��
:

6. Â ïèðàìèäå SBCD BC = 5,CD = 8,DB = 11. Ðàäèóñ ñôåðû,
âïèñàííîé â ïèðàìèäó, ðàâåí

p
21=6. Âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé,

ïðîâåäåííûå èç âåðøèíû S, êàñàþòñÿ ýòîé âïèñàííîé ñôåðû.

Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.
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7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

cos 2x+ 2 sin2(x+ a) + 2 + sina = 0;

ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó � 6 x 6 2�:

8. Â òðåóãîëüíèêå BCD \CBD = �=3. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ
ñòîðîíå BD, ïåðåñåêàåò ñòîðîíû BC è CD ñîîòâåòñòâåííî â

òî÷êàõK èL. Íà îòðåçêàõBL èDK êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû

îêðóæíîñòè. Èõ îáùàÿ õîðäà ïåðåñåêàåò îòðåçîê KL â òî÷êåM ,

KM :ML = 1 :
p
3. Íàéòè \CDB.

2001 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

tg (3x+ 4) � ctg (7� x) = 1:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

1p
3x� 5

>
1

4� x :

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

92x
2
+5x � 54 = 25 � 9x2+

5x
2 :

4. ×åðåç âåðøèíó B 4ABC ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, êàñàòåëüíàÿ ê

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî4ABC. Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åêA èC
äî ýòîé ïðÿìîé ðàâíû a è c, AC = b. Íàéòè ïëîùàäü 4ABC.
5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log 1

27

�
log

2

�
x+ 1

x� 1

��
> log

3

�
log 1

4

�
x
2 � 2x+ 1

x
2 + 2x+ 1

��
:

6. Ñôåðà ðàäèóñà
p
10=6, âïèñàííàÿ â ïèðàìèäó SLMN , êàñà-

åòñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà âûñîòàõ,

ïðîâåäåííûõ â áîêîâûõ ãðàíÿõ èç âåðøèíû S, LM = 6, MN =
= 7, LN = 11. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

cos 2x+ 2 cos2(x+ a)� 4 + cosa = 0;
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ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó
3�

2
6 x 6

5�

2
:

8. Â òðåóãîëüíèêå LMN \LMN = �=6, \NLM = �=4. Ïðÿìàÿ,
ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå LM , ïåðåñåêàåò ñòîðîíû LN è NM ñîîò-

âåòñòâåííî â òî÷êàõ B è C. Îòðåçêè LC è MB ñëóæàò äèàìåò-

ðàìè îêðóæíîñòåé, îáùàÿ õîðäà êîòîðûõ ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC
â òî÷êå A. Íàéòè CA : AB.

2002 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 cos2 2x � tg (sinx)� cos 4x = 1:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2logx[x(9x
2�12x+4)] � 2(log2 9)+logx(3x�2) + 4 = 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî p
9� 4x� x2
x+ 3

< 1:

4. Õîðäà BC îêðóæíîñòè ðàäèóñà 12 ðàçäåëåíà òî÷êîé D íà

îòðåçêè BD = 8 è DC = 10. Íàéòè ìèíèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé
îò òî÷êè D äî òî÷åê îêðóæíîñòè.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
3
p

3x2 � y4 = 2x� 7y;

6
p

3x2 � y4 = x� 8y:

6. Êîíóñ âëîæåí â äâóãðàííûé óãîë òàê, ÷òî êàæäîé ãðàíè äâó-

ãðàííîãî óãëà ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíà îáðàçóþùàÿ êîíóñà.

Äâóãðàííûé óãîë ðàâåí �, à óãîë ìåæäó îñüþ êîíóñà è ðåáðîì

äâóãðàííîãî óãëà ðàâåí �=2. Íàéòè óãîë â îñåâîì ñå÷åíèè êîíóñà

ïðè åãî âåðøèíå.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü ñèñòåìó(
9 log2

27
x+ 4 log2

9
y 6 4 (a2 + 2a);

log2
3
xy > 8 (a2 + 2a):
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8. Â ïðÿìîóãîëüíîì 4BCD (\C � ïðÿìîé) CA � âûñîòà. Âíå

4BCD âçÿòà òî÷êà O òàê, ÷òî OB = OD = b è îòðåçîê OC
ïåðåñåêàåò îòðåçîê BD. Òî÷êà E � ñåðåäèíà îòðåçêà OC, AE =
= a. Íàéòè CE.

2002 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2
p
3 sin2 6x � tg (cosx) + cos 12x = 1:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3log(x+2)[(x+2)(9x2+24x+16)] � 7 � 3(log3 4)+log
(x+2)(3x+4) + 9 = 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî p
4 + 6x� x2
x� 4

> 1:

4. Íà õîðäå LM âçÿòà òî÷êà N , LN = 3, NM = 4, ðàäèóñ îêðóæ-
íîñòè ðàâåí 5. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé îò òî÷êè N äî

òî÷åê îêðóæíîñòè.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
3
p

2y2 � x4 = 3x+ 2y;

7
p

2y2 � x4 = 2x+ 3y:

6. Â äâóãðàííûé óãîë ïîìåùåí êîíóñ òàê, ÷òî êàæäîé ãðàíè

äâóãðàííîãî óãëà ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíà îáðàçóþùàÿ êîíó-

ñà. Äâóãðàííûé óãîë ðàâåí �, à óãîë ìåæäó îñüþ êîíóñà è åãî

îáðàçóþùåé ðàâåí �=4. Íàéòè óãîë ìåæäó îñüþ êîíóñà è ðåáðîì

äâóãðàííîãî óãëà.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü ñèñòåìó8<
:

4 log2
25
x+ 9 log2

125
y 6 9 (a2 � 2a);

log2
5

x

y
> 18 (a2 � 2a):

8. Â ïðÿìîóãîëüíîì4LMN (\M � ïðÿìîé)MK � âûñîòà. Âíå

4LMN âçÿòà òî÷êà O òàê, ÷òî OL = ON = l è îòðåçîê OK
ïåðåñåêàåò îòðåçîê LM . Òî÷êàE � ñåðåäèíà îòðåçêàOM ,KE =
= k. ÍàéòèME.
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2002 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log3(6x� 5)

log2 x
=

2

log2 3
:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 cos2
3x

2
� cos 3x � ctgx = ctgx:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 +
p
x+ 5 = jx+ 3j:

4. Â 4BCD BC = 7, CD = 3, BD = 5. Áèññåêòðèñû CM è DN
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Íàéòè OM .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
2x�1 log

3
y + 22x = �1;

9 � 2x log
27
y + 4 log2

9
y = �5:

6. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû BD 4BCD â åå ñåðåäèíå A,
ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó C è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû BC è CD â

òî÷êàõK èL ñîîòâåòñòâåííî,BC : CD = 2 : 3. Íàéòè îòíîøåíèå
ïëîùàäè 4BKA ê ïëîùàäè 4ALD.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(x2 + 4x� a2 � 2a+ 3)(sinx+ 3x) > 0:

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD ðåáðî SD ïåðïåíäèêóëÿðíî ê

ãðàíè BCD, \BDC � ïðÿìîé, BD = 2, DC = 4, SD = 8
p
5=5.

Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòåé SDB, SDC è BCD, ïðè÷åì ïëîñêî-

ñòè BCD îíà êàñàåòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà îòðåçêå BC. Íàéòè:
1) ðàäèóñ ñôåðû;

2) ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ñôåðà è

ãðàíü BSC.
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2002 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

log5(3x� 2)

log2 x
=

2

log2 5
:

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 cos2 3x� cos 6x � tgx = tgx:

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

6 + 2
p
x+ 15 = jx+ 9j:

4. ÁèññåêòðèñûMA èLB4LMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåO,LM =
= 4,MN = 5, LN = 6. Íàéòè OB.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
2 � 3x+1 log

125
y + 32x = 3;

3x log
5
y + 4 log2

25
y = �2:

6. ÌåäèàíàLK 4LMN ÿâëÿåòñÿ õîðäîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåé-

ñÿ ñòîðîíûMN â òî÷êå K è ïåðåñåêàþùåé ñòîðîíû LM è LN â

òî÷êàõA èB ñîîòâåòñòâåííî, LM : LN = 4 : 3. Íàéòè îòíîøåíèå
ïëîùàäè 4AMK ê ïëîùàäè 4BKN .

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

�
x2 � 2x� a2 + 4a� 3

��
sinx+

x

3

�
< 0:

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN óãëû SNL, SNM , è LNM �

ïðÿìûå,LN =
p
5,NM =

p
5=2, SN = 2. Ñôåðà êàñàåòñÿ ãðàíåé

äâóãðàííîãî óãëà ñ ðåáðîì SN , à ïëîñêîñòè LMN îíà êàñàåòñÿ

â òî÷êå, ëåæàùåé íà îòðåçêå LM . Íàéòè:

1) ðàäèóñ ñôåðû;

2) ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ñôåðà è ãðàíü

LSM .
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2002 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cosx� cos 3x =
1

2
ctgx:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

p
5� x

3� x < 1:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

8 � 3x�2

3x � 2x
> 1 +

�
2

3

�x
:

4. Â òðàïåöèè BCDE CD k BE, BC = DE, ïëîùàäü òðàïåöèè
ðàâíà 96, à âûñîòà òðàïåöèè ðàâíà 6. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ

â òðàïåöèþ, êàñàåòñÿ ñòîðîí BC è DE â òî÷êàõ M è N . Íàé-

òèMN .

5. Òðè ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 39, îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ. Åñëè ê ïåðâîìó ÷èñëó ïðèáàâèòü 1, îò âòîðîãî ÷èñëà

îòíÿòü 1, à îò òðåòüåãî ÷èñëà îòíÿòü 15, òî ïîëó÷åííûå ÷èñëà

îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè ýòè ÷èñëà.

6. Â ïèðàìèäå SABC êàæäîå ðåáðî ðàâíî 4. Íà ðåáðå SC âçÿòà

òî÷êà D òàê, ÷òî SD : DC = 1 : 3. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû,

îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû SADB.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log 1

3

�
x2 � 6x� a2 � 2a+ 21

�
< �2

è íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ìíîæåñòâî ÷èñåë x, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê

÷èñëîâîé îñè, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå 2
p
2.

8. Â òðåóãîëüíèêå LMN îòíîøåíèå ðàäèóñîâ îïèñàííîé è âïè-

ñàííîé îêðóæíîñòåé ðàâíî 6. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ

ñòîðîí 4LMN â òî÷êàõ B, C è D. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùà-

äè 4LMN ê ïëîùàäè 4BCD.
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2002 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 9x+ sin 3x =
3
p
3

2
tg 3x:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

p
2x� 1

x� 2
< 1:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

99 � 5x�2

2 � 5x � 3x
> 2 +

�
3

5

�x
:

4. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2, âïèñàííàÿ â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïå-

öèþ, êàñàåòñÿ åå áîêîâûõ ñòîðîí â òî÷êàõ A è B, AB = 16=5.
Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.

5. Òðè ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 27, îáðàçóþò àðèôìåòè÷å-

ñêóþ ïðîãðåññèþ. Åñëè îò ïåðâîãî ÷èñëà îòíÿòü 2, îò âòîðîãî

÷èñëà îòíÿòü 1, à ê òðåòüåìó ÷èñëó ïðèáàâèòü 4, òî ïîëó÷åííûå

÷èñëà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè ýòè ÷èñëà.

6. Â ïèðàìèäå SKLM êàæäîå ðåáðî ðàâíî 9. Íà ðåáðå SL âçÿòà

òî÷êà N òàê, ÷òî SN : NL = 2 : 1. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû,

îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû SKMN .

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log 1

4

�
x2 � 4x� a2 � 2a+ 23

�
< �2

è íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ìíîæåñòâî ÷èñåë x, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê

÷èñëîâîé îñè, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå 4.

8. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ åãî

ñòîðîí â òî÷êàõ K, L è M . Ïëîùàäü 4ABC â 5 ðàç áîëüøå

ïëîùàäè 4KLM . Íàéòè îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííîé è îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòåé äëÿ 4ABC.
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2003 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos 4x+ 2 sin 3x� cos 2x+ sinx� 1 = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

9 log
5
(3 + x)4 < 4 log

3
(�x� 1)9 � log

5
3:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî�
25x � 5x+1 � 6

�
log

5
x� 6 > 25

x+1
2 � 52x:

4. Â òðåóãîëüíèêå BCD BC = CD, BD = 8
p
3, ðàäèóñ âïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè ðàâåí 3. Ïðÿìàÿ BF ïåðåñåêàåò âûñîòó CE â

òî÷êåF , à âïèñàííóþ îêðóæíîñòü � â òî÷êàõM èN (M ìåæäóB
è F ), FE = 4. Íàéòè FN .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó8>><
>>:

18

3x2 + 2y
� 14

2x2 � 5y
= 3;

7

2x2 � 5y
+

36

3x2 + 2y
= 1

è èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy åå ðåøåíèÿ.

6. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 12
p
5, ïåðèìåòð åãî ðàâåí 24,

ðàññòîÿíèå îò îäíîé èç âåðøèí äî öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè

ðàâíî
p
14. Íàéòè íàèìåíüøóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà.

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ b â óðàâíåíèè

p
x+

qp
b� x = b

1) íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ;

2) íàéòè ýòè ðåøåíèÿ.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìåBCDB1C1D1 (BB1 k CC1 k
k DD1), îáúåì êîòîðîé ðàâåí 27/2, ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ

BD1C. Â ïèðàìèäó D1BB1C1C âïèñàí øàð. Íàéòè:

1) ïëîùàäü ñå÷åíèÿ BD1C;
2) ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî äàííîé ïðèçìû.
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2003 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 4x� sin 3x+ sin 2x� 2 cosx+ 1 = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

10 log
6
(1 + x)3 > 3 log

7
(2� x)10 � log

6
7:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(9x � 7 � 3x � 8) log
3
x+ 8 > 32x � 7 � 9

x
2:

4. Â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ KLMN (LM k KN) âïèñàíà
îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí LM è KN â òî÷êàõ P è Q

ñîîòâåòñòâåííî, KN = 4
p
6, PQ = 4. Ïðÿìàÿ NC ïåðåñåêàåò

îòðåçîê PQ â òî÷êå C, à âïèñàííóþ îêðóæíîñòü � â òî÷êàõ A
è B (A ìåæäó N è C), PC : CQ = 3. Íàéòè AC.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó8>><
>>:

33

5y2 � 3x
� 24

3y2 + 4x
= 2;

48

3y2 + 4x
+

11

5y2 � 3x
= 3

è èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy åå ðåøåíèÿ.

6. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 4
p
21, ïåðèìåòð åãî ðàâåí 24,

îòðåçîê áèññåêòðèñû îò îäíîé èç âåðøèí äî öåíòðà âïèñàííîé

îêðóæíîñòè ðàâåí
p
30=3. Íàéòè íàèáîëüøóþ ñòîðîíó òðåóãîëü-

íèêà.

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ b â óðàâíåíèèqp
2b� x� 2b+

p
x = 0

1) íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ;

2) íàéòè ýòè ðåøåíèÿ.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå LMNL1M1N1

(LL1 kMM1 k NN1) ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþLM1N . Ïëî-

ùàäü áîêîâîé ãðàíè ïðèçìû ðàâíà 6
p
3. Â ïèðàìèäóM1LL1N1N
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âïèñàí øàð. Íàéòè:

1) îáúåì äàííîé ïðèçìû;

2) ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî äàííîé ïðèçìû.

2003 (ìàé). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 sin (3 cos 3x+ 6 sin 2x � sinx) = 1:

2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé�
9x � 11y = 27;

72y � 4x+2 = 128:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

�
log

7
(x2 + 5x+ 6)

��1

< log
30

7:

4. Â òðåóãîëüíèêå LMN äàíû ñòîðîíû: LM = n, MN = l,
NL = m. Áèññåêòðèñû LB è NC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O,
äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà BOCM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A.
Íàéòè CA : AB.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
12x2 + 54x+ 6 + j2x2 + 9xj > 11:

6. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó óãëà BCD è îòñåêàåò

íà åãî ñòîðîíàõ ðàâíûå îòðåçêè CB è CD, \BCD = �. Äðóãàÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îòðåçêîâ CB è CD â òî÷êàõK è L ñîîòâåò-

ñòâåííî, à òàêæå êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè. Íàéòè KL : BD.

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâîp
17� loga x

4 > (logjaj x)(1� 3 logx a):

8. Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ BCD ïðàâèëüíîé òðå-

óãîëüíîé ïèðàìèäû SBCD â òî÷êåD, à òàêæå êàñàåòñÿ áîêîâîãî

ðåáðà SC â òî÷êå M , SM : MC = 1 : 2, BC = a. Íàéòè ðàäèóñ

ñôåðû.



62 Âàðèàíòû ýêçàìåíîâ è îëèìïèàä 1993�2004 ãã. [ ×àñòü 1

2003 (ìàé). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 cos (8 sin 4x � cos 3x� 4 sin 7x) + 1 = 0:

2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

(
43y+1 � 72x = 32;

13x � 92y+1 = 81:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

�
log

3
(x2 � 7x+ 12)

��1

< log
42

3:

4. Â òðåóãîëüíèêå BCD äàíû ñòîðîíû: BC = d, CD = b, DB =
= c. Áèññåêòðèñà CK ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó DL â òî÷êå M .

Îòðåçêè KL è BM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N . Íàéòè LN : NK.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

6� j2x2 � 5xj 6
p

4� 12x2 + 30x :

6. Îêîëî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà LMN (LM = MN)
îïèñàíà îêðóæíîñòü, \LMN = �. Äðóãàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ
ñòîðîí LM è MN â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå

êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè4PMQ
ê ïëîùàäè 4LMN .

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ b ðåøèòü íåðàâåíñòâî

p
17 + logb x

4 + (logb x)(1 + 3 logx jbj) > 0:

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN (S � âåðøèíà)

LM = b. Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ LMN ïèðàìèäû

â òî÷êå M , à òàêæå êàñàåòñÿ áîêîâîãî ðåáðà SN â òî÷êå A,
SA : AN = 2 : 1. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû.
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2003 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

tg2 x� 2 cos 2x = 1:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

jx2 + 2xj+ x2 � 3

2
> 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
9
(3x � 1) � log

3
(3x+1 � 3) < 3:

4. Â òðàïåöèè PQRS (QR k PS) RT � áèññåêòðèñà \QRS,

òî÷êà T � ñåðåäèíà îòðåçêà PQ, ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 2
p
5, ST =

= 4. Íàéòè RT .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé�p
x� y = 9� jx+ 2yj;

x (4y + x� 3) + y (4y + 3) = 61:

6. Â 4LMN ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí R, \N = �,
òî÷êà O � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê.

Ïðÿìàÿ NO ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî 4LMN ,

â òî÷êå K. Íàéòè OK.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x
2 � 3j3a�1j � 2x+ 1

x
2 � (a� 3)x� 3a

> 0:

8. Â ïèðàìèäå SKLM äàíû ðåáðà: KL = 5, LM = 6, MK = 7.
Ñôåðà ðàäèóñà 7=(4

p
6) êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ KLM è

áîêîâûõ ðåáåð ïèðàìèäû. Òî÷êè êàñàíèÿ äåëÿò ýòè ðåáðà â ðàâ-

íûõ îòíîøåíèÿõ, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû S. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.



64 Âàðèàíòû ýêçàìåíîâ è îëèìïèàä 1993�2004 ãã. [ ×àñòü 1

2003 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2 cos 2x+ 9 tg2 x = 4:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

jx2 � 5xj+ x2 � 11

8
6 0:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
2
(2x � 2) � log

4
(2x+3 � 16) < 5:

4. Â òðàïåöèè ABCD (BC k AD) òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåç-

êà CD, AM � áèññåêòðèñà \BAD, AM = 8, BC + AD = 10.
Íàéòè BM .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé�
jx� 2yj = 11�

p
x+ y;

x (x� 3)� y (4x� 4y + 3) = 97:

6. Â 4ABC òî÷êà O � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, \B = �.
Ïðÿìàÿ BO ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî 4ABC,
â òî÷êå D, OD = a. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-

ëî 4ABC.
7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x
2 � 5j1�5aj � 4x+ 4

x
2 + (5� a)x� 5a

> 0:

8. Â ïèðàìèäå SBCD äàíû ðåáðà: BC = 5, CD = 7, DB =
= 8. Ñôåðà ðàäèóñà

p
3=3 êàñàåòñÿ áîêîâûõ ðåáåð SB, SC è SD

â òî÷êàõ L, M è N , à òàêæå êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.

Ïëîñêîñòü LMN ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè BCD. Íàéòè îáúåì

ïèðàìèäû.
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2004 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

8 sin

�
x+

3�

8

�
� cos

�
�

8

�
� 4 cosx� 3 = 0:

2. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

�2 <
6

x
2 � x� 6

< �1:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
27
(x2 + 4x+ 3)3 + log

3
(x2 � 4x+ 3) < 2:

4. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O âïèñàíà â 4BCD, BC = 6, CD =
= 7, BD = 8. Ïðÿìûå BO, CO è DO ïåðåñåêàþò ñòîðîíû CD,

BD, è BC â òî÷êàõ L,M è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè îòíîøåíèå

ïëîùàäè 4CNL ê ïëîùàäè 4BMN .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
j3x � 3yj+ 3x + 3 � 3y = 8

p
3;

j3x + 3�yj+ 2 � 3x � 28 � 3�y = 0:

6. Â 4BCD äàíû ñòîðîíû BC = 5, CD = 6, BD = 7. Òðè
îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â

òî÷êàõ B, C è D. Íàéòè ðàäèóñ íàèáîëüøåé îêðóæíîñòè.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü óðàâíåíèå

log2
2

�
x� 5a

x

�
+ 4 [log

4
(x� 5a)] log

2
x� 8 log2

4
x = 0:

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìåBCDB1C1D1 (BB1 k CC1 k
k DD1) BB1 : BC = 5 : 3. Íà áîêîâûõ ðåáðàõ BB1, CC1 è DD1

âçÿòû òî÷êè L,M , èN ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî BL : LB1 = 3 : 2,
CM : MC1 = 2 : 3, DN : ND1 = 1 : 4. Íàéòè äâóãðàííûé óãîë

ìåæäó ïëîñêîñòÿìè LMN è BCD.

3 Ã.Í. Ìåäâåäåâ
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2004 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

14 cos

�
x+

3�

10

�
� cos

�
�

5

�
+ 7 sinx� 4 = 0:

2. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

�4 <
16

x
2 � 2x� 8

< �2:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
4
(x2 � 5x+ 4) + 2 log

16
(x2 + 5x+ 4) < 2:

4. Â4LMN äàíû ñòîðîíûLM = 4,MN = 6,LN = 7, òî÷êàO�

öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìûå LO,MO è NO ïåðåñåêà-

þò ñòîðîíû MN , LN è LM â òî÷êàõ B, C è D ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè 4BCN ê ïëîùàäè 4MDN .

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
j7y � 7xj+ 7y + 3 � 7x = 16

p
7;

j7y�1 + 7�xj+ 6 � 7y�1 � 50 � 7�x = 0:

6. Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðà-

çîì â òî÷êàõ L,M èN ; LM = 5,MN = 7, LN = 8. Íàéòè ðàäèóñ
íàèìåíüøåé îêðóæíîñòè.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü óðàâíåíèå

18 log2
27
x� 6 [log

27
(x� 6a)] log

3
x� log2

3

�
x� 6a

x

�
= 0:

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå LMNL1M1N1

(LL1 kMM1 k NN1) LL1 : LM = 9 : 2. Íà áîêîâûõ ðåáðàõ LL1,

MM1 è NN1 âçÿòû òî÷êè B, C è D ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî

LB : BL1 = 2 : 7, MC : CM1 = 6 : 3, ND : DN1 = 4 : 5. Íàéòè
äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè BCD è LMN .
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2004 (èþëü). Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

sin 3x � sin 2x+ sin 3x � sin 4x� cosx = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

jx� 3j
2� 8

jx� 3j
< �1:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
2

�
(3 + 2x� x2)(x� 2)

�
� log

8

�
(4� 4x+ x2)(8x� 16)

�
+ 1 > 0:

4. Â îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì 3 ÷åðåç òî÷êó C äèàìåòðà AB
(AC : CB = 5 : 1) ïðîâåäåíà õîðäà DE, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê

ýòîìó äèàìåòðó. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ îòðåç-

êîâ AC;CE è äóãè AE.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
7 � 22x�y � 5

p
4x� y = 56� 10x;

2 � 22x�y + 3
p

4x� y = 6x+ 16:

6. Â òðàïåöèè ABCD (BC k AD) AB ? AD, BC = 5, AD =
= 7, KM � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (òî÷êà K íà ñòîðîíå AB). Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ñòîðîíå CD,

ïåðåñåêàåò îòðåçîê KM â òî÷êå L, KL : LM = 2 : 1. Íàéòè
ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

(1 + sin (4ax))
p

5�x� x2 = 0:

èìååò ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ êîðíåé?

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM ñ âåðøèíîé S
ïðîâåäåíà ìåäèàíà MP â 4SLM è äàíû KL = 1, SK = 3.
×åðåç ñåðåäèíó N ðåáðà SM ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ NE, ïàðàëëåëü-
íàÿ ðåáðó KL. ×åðåç òî÷êó K ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ

ïðÿìûåMP è NE â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó

îòðåçêà AB.

3*
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2004 (èþëü). Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cosx � sin 4x+ cos 2x � sin 5x� sin 3x = 0:

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

jx� 2j
2

jx� 2j � 1

> 1:

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log
3

�
(�x2+4x+2)(x�3)

�
� log

27

�
(9�6x+x2)(27x�81)

�
+1 > 0:

4. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê äèàìåòðó KL ïîëóêðóãà ñ ðàäè-

óñîì 5, ïåðåñåêàåò ýòîò äèàìåòð â òî÷êå M (KM : ML = 3 : 7),
à äóãó ïîëóîêðóæíîñòè � â òî÷êå N . Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè,

êàñàþùåéñÿ îòðåçêîâ NM ,ML è äóãè NL.

5. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé(
2 � 3x�4y + 7x = 54� 7

p
2x� 4y;

3x�4y � 2x = 27 + 2
p

2x� 4y:

6. Â òðàïåöèè KLMN (LM k KN) KL ? KN , LM = 4,
KN = 6, òî÷êè P è R � ñåðåäèíû ñòîðîí KL è MN ñîîòâåò-

ñòâåííî, òî÷êà Q íà îòðåçêå PR, òàêàÿ ÷òî PQ : QR = 4 : 1.
Ïðÿìàÿ KQ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ñòîðîíå MN . Íàéòè ïëîùàäü

òðàïåöèè KLMN .

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

(1� sin (2ax))
p

3�x� x2 = 0:

èìååò ðîâíî 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SBCD ñ âåðøèíîé S
ïðîâåäåíà ìåäèàíà CK â 4SBC è äàíû BC = 2, SB = 4.
×åðåç ñåðåäèíó A ðåáðà SC ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ AE, ïàðàëëåëü-
íàÿ ðåáðó BD. ×åðåç òî÷êó D ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ

ïðÿìûå CK è AE â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó

îòðåçêà PQ.



×à ñ ò ü 2

ÐÅØÅÍÈß ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

Â ×àñòè 2 çíàê ) óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

ðåøåíèÿ çàäà÷è, çàìåíÿÿ ñëîâà ¾îòêóäà¿ èëè ¾ñëåäîâàòåëüíî¿.

Çäåñü â ýòîò çíàê íå âêëàäûâàåòñÿ ñìûñë ïåðåõîäà ê çàäà÷å-

ñëåäñòâèþ.

1993 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB =
= BC) ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AD. Èçâåñòíî, ÷òî BD=DC =
= k. Íàéòè îòíîøåíèå äëèíû îòðåçêàDC ê ðàäèóñó îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ADC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 1). Ïóñòü \BAC = 2�, CD = a )
BD = ka (ïî óñëîâèþ), AC = 2 � BC �
� cos 2� = 2(k + 1)a � cos 2�. Â 4ABC
ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû

AC

AB
=

CD

DB

) 2(k + 1)a � cos 2�
(k + 1)a

=
a

ka
) cos 2� =

= 1=2k. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â4ADC èìå-

åì
DC

sin�
= 2RADC ) DC

RADC
= 2 sin� =

= 2
p

(1� cos 2�)=2 =
p

2� 1=k.

Îòâåò:
p

2� 1=k.

Çàäà÷à �8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC âñå ïëîñêèå

óãëû ïðè âåðøèíå S � ïðÿìûå, SO � âûñîòà ïèðàìèäû. Èç-

âåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà AOB ê ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà BOC ðàâíî k. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè òðå-

óãîëüíèêà ASB ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà BSC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 2). ÏóñòüSO� âûñîòà ïèðàìèäû, ïðîâåäåì

SD ? AB)OD ? AB (�) ïî òåîðåìå, îáðàòíîé ê òåîðåìå î òðåõ
ïåðïåíäèêóëÿðàõ.



70 Ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [ ×àñòü 2

Äàëåå: ïî óñëîâèþ SC ? SA

è SC ? SB ) SC ? ïë. ASB,

SD ? AB, SD � ïðîåêöèÿ CD

íà ïë. ASB ) CD ? AB (��) ïî
òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ.

Èç (�) è (��) ) òî÷êè

D;O;C � íà îäíîé ïðÿìîé.

Àíàëîãè÷íî: òî÷êè F , O, A � íà

îäíîé ïðÿìîé.

Òàê êàê áîêîâûå ðåáðà âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî 4ACB
ïðîåêòèðóåòñÿ íà 4ASB, à çàòåì � íà 4AOB ) SABC �
� cos\SDO = SASB (3�), SASB � cos\SDO = SAOB ) SAOB =
= SABC � cos2\SDO.
Àíàëîãè÷íî SABC � cos\SFO = SBSC (4�), SBOC = SABC �

� cos2\SFO ) SAOB

SBOC
=

cos2\SDO

cos2\SFO
= k (5�) (ïî óñëîâèþ).

Èç (3�), (4�) è âòîðîãî ðàâåíñòâà â (5�) ñëåäóåò:
SASB

SBSC
=

=

SABC � cos\SDO
SABC � cos\SFO =

p
k.

Îòâåò:
p
k.

1993 (èþëü)

Çàäà÷à�6.Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà ñ âåðøèíîéO

â òî÷êàõ A è B. Íà ýòîé îêðóæíîñòè âíóòðè òðåóãîëüíèêà AOB

âçÿòà òî÷êàC. Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êèC äî ïðÿìûõOA èOB ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî a è b. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèC äî õîðäûAB.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 3). Ïðîâåäåì èç

òî÷êè C ïåðïåíäèêóëÿðû CM , CN è

CL ê ïðÿìûìOA,OB èAB. Â ïðÿìî-

óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ CMA è CLB

\CAM = \CBL (èçìåðÿþòñÿ ïîëîâè-

íîé äóãè AC) ) 4CMA � 4CLB.
Àíàëîãè÷íî: 4CAL � 4CBN )
CM

CA
=
CL

CB
(�) è CL

CA
=
CN

CB
(��).
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Äåëÿ (�) íà (��), ïîëó÷àåì: CM
CL

=
CL

CN
) CM �CN = CL2.

Ïî óñëîâèþ CM = a, CN = b) CL =
p
ab.

Îòâåò:
p
ab.

Çàäà÷à �8. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò äâà øàðà ðàäèóñà r è

öèëèíäð ðàäèóñà R (R > r). Øàðû êàñàþòñÿ äðóã äðóãà è

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Öèëèíäð êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè ïî

ñâîåé îáðàçóþùåé. Íàéòè ðàäèóñ øàðà, áîëüøåãî, ÷åì äàííûå,

êàñàþùåãîñÿ îáîèõ äàííûõ øàðîâ, öèëèíäðà è ïëîñêîñòè.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 4). Ïóñòü x (x > r) � ðàäèóñ èñêîìîãî

øàðà. Øàðû êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè â

òî÷êàõ K, L, M ; AB � îáðàçóþ-

ùàÿ öèëèíäðà, ïî êîòîðîé îí êàñàåòñÿ

ïëîñêîñòè ) AK = BL = 2
p
Rr,

KM = LM = 2
p
rx, CM = 2

p
Rx

(ñì., íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíûé òðå-

óãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé R + r è êàòå-

òîì R� r), KL = 2r.
Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðà-

äèóñà x ïîëó÷àåì, çàïèñàâ òåîðåìó

Ïèôàãîðà äëÿ çàøòðèõîâàííîãî òðå-

óãîëüíèêà:

�
2
p
Rx� 2

p
Rr
�
2

+ r2 =

=

�
2
p
rx
�
2 ) 4(R� r)x� 8R

p
r
p
x+

+ (4Rr + r2) = 0 (�)) (
p
x)1;2 =

2R
p
r � r

p
3R + r

2(R� r) .

Íóæíî íàéòè x1 > r. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò êîðåíü

óðàâíåíèÿ (�) (
p
x)1 =

2R
p
r + r

p
3R+ r

2(R� r) .

Äåéñòâèòåëüíî, (
p
x)1 �

p
r =

2r
p
r + r

p
3R+ r

2(R� r) > 0, òîãäà

êàê (
p
x)2 �

p
r =

r

�p
4r �

p
3R+ r

�
2(R� r) < 0, òàê êàê 4r < 3R + r

(íàïîìíèì, ÷òî R > r).

Îòâåò:

�
2R
p
r + r

p
3R + r

2(R� r)

�2
:
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1994 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíû AD è CE âçà-

èìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, AB = c, BC = a. Íàéòè AC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 5). Äîñòðîèì äàííûé òðåóãîëüíèê äî äâóõ

ïàðàëëåëîãðàììîâ, â êîòîðûõ äèà-

ãîíàëÿìè ñëóæàò ñòîðîíû AB, BC
è óäâîåííûå ìåäèàíû.

Ïóñòü AA1 = 2m1, CC1 = 2m2,

AC = b. Òîãäà ïî èçâåñòíîé òåîðåìå
(¾ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïà-

ðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàä-

ðàòîâ åãî ñòîðîí¿) èìååì â ïàðàë-

ëåëîãðàììàõ ABA1C è AC1BC:�
4m2

1
+ a2 = 2c2 + 2b2; (1)

4m2

2
+ c2 = 2a2 + 2b2: (2)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòèìåäèàí ïîçâîëÿåò çàïèñàòü òåîðåìó

Ïèôàãîðà â 4AOC, ó÷èòûâàÿ, ÷òî AO = 2m1=3, CO = 2m2=3:

4

9
(m2

1
+m2

2
) = b2: (3)

Ñêëàäûâàÿ (1) è (2) è ïîäñòàâëÿÿ m2

1
+m2

2
â (3), íàõîäèì ñâÿçü

ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ìåäèàíà-

ìè:

a2 + c2 = 5b2 ) b = AC =
p

(a2 + c2)=5 :

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ . Ìîæíî íå äîñòðàèâàòü òðåóãîëü-

íèê ABC äî ïàðàëëåëîãðàììîâ. Çàïèñûâàÿ òåîðåìû Ïèôàãîðà

äëÿ 4AOE, 4COD è 4AOC, èìååì:8>>>>><
>>>>>:

4

9
m2

1
+

1

9
m2

2
=
c
2

4
;

1

9
m2

1
+

4

9
m2

2
=
a
2

4
;

4

9
m2

1
+

4

9
m2

2
= b2;

îòêóäà, èñêëþ÷àÿ m2

1
+ m2

2
, íàõîäèì a2 + c2 = 5b2 (óìíîæàåì

ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ íà 4, òðåòüå � íà �5 è ñêëàäûâàåì).
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Ç à ì å ÷ à í è å . Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà òåîðåìà: ¾Åñëè â

òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê ñòîðîíàì a è c, âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ñòîðîíû a, b è c ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì a2+
+ c2 = 5b2¿.

Âåðíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà: ¾Åñëè â òðåóãîëüíèêå ñòîðîíû

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì a2+ c2 = 5b2, òî ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê
ñòîðîíàì a è c, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû¿. Äîêàæèòå åå ñàìî-
ñòîÿòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ äàííîå òåïåðü ñîîòíîøåíèå a2 + c2 = 5b2

â ñóììó óðàâíåíèé (1) è (2).

Îòâåò:
p

(a2 + c2)=5.

Çàäà÷à �8. Íàêëîííàÿ ïðèçìà ABCDA1B1C1D1 èìååò

ñâîèìè îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè ABCD è A1B1C1D1. Ñóììà ïëî-

ùàäåé ïàðàëëåëüíûõ áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû ðàâíà S, à ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ýòèìè ãðàíÿìè ðàâíî d. Íàéòè îáúåì ìíîãîãðàííèêà

BDA1B1C1D1.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 6). 1. Îáúåì ìíîãîãðàííèêàBDA1B1C1D1

ðàâåí 2/3 îáúåìà äàííîé ïðèçìû, òàê êàê îò ïðèçìû îòñåêàþòñÿ

ïëîñêîñòÿìè A1BD è C1BD äâå ïèðàìèäû A1ABD è C1BCD.

Ñóììà ïëîùàäåé îñíîâàíèé ýòèõ ïèðàìèä ðàâíà ïëîùàäè îñíî-

âàíèÿABCD ïðèçìû, à âûñîòà êàæäîé èç ïèðàìèä ðàâíà âûñîòå

ïðèçìû. Ïîýòîìó íà îáå ïèðàìèäû ïðèõîäèòñÿ 1/3 îáúåìà ïðèç-

ìû.

2. Îáúåì ïðèçìû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîùàäè ïåðïåíäè-

êóëÿðíîãî ê áîêîâûì ðåáðàì ñå÷åíèÿ ïðèçìû (çàøòðèõîâàííàÿ

òðàïåöèÿ) íà äëèíó áîêîâîãî ðåáðà.

Ïóñòü ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû ýòîãî ñå÷åíèÿ ðàâíû a è b,
S1 � åãî ïëîùàäü, V� îáúåì ïðèçìû, l � äëèíà áîêîâîãî ðå-

áðà. Âûñîòà ñå÷åíèÿ ðàâíà d ïî óñëîâèþ (ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó
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ïàðàëëåëüíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ïðèçìû). Òîãäà

V = S1 � l =
�
1

2
(a+ b)d

�
l =

�
1

2
al +

1

2
bl

�
d =

1

2
Sd

(â ïîñëåäíèõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � ïîëóñóììà ïëîùàäåé ïàðàë-

ëåëüíûõ áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû, ðàâíàÿ ïî óñëîâèþ S=2).

Èòàê, VBDA1B1C1D1
=

2

3
V =

2

3
� 1
2
Sd =

1

3
Sd.

Îòâåò: Sd=3.

1994 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è

CD ïåðïåíäèêóëÿðíû, AD = m, BC = n. Íàéòè äèàìåòð

îêðóæíîñòè.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 7). Ñóììà öåíòðàëüíûõ óãëîâ, ñòÿãèâàåìûõ

õîðäàìèm è n ïðè âçàèìíîé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè õîðäAB èCD
ðàâíà �. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ â 4AOD è 4COB:�

n2 = 2R2 � 2R2 cos�;
m2 = 2R2 � 2R2 cos (� � �);

îòêóäà m2 + n2 = 4R2 ) 2R =
p
m2 + n2.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ (áîëåå ¾ãåîìåòðè÷åñêèé¿). Ïðîâå-

äåì õîðäó AE, AE ? AB ) AE k CD. Ïàðàëëåëüíûå õîðäû

âûñåêàþò íà îêðóæíîñòè ðàâíûå äóãè CA è ED (îòìå÷åííûå

ðàâíûå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îïè-

ðàþòñÿ êàê âïèñàííûå óãëû íà ðàâíûå äóãè).
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Çíà÷èò, äóãè CAE è AED ðàâíû) CE = AD = m.

Èç òîãî, ÷òî âïèñàííûé óãîëBAE ïðÿìîé, ñëåäóåò, ÷òîBE �

äèàìåòð ) âïèñàííûé óãîë BCE, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð,

òàêæå ïðÿìîé.

Òàê êàê CE = m, òî BE = 2R =
p
m2 + n2 .

Îòâåò:
p
m2 + n2.

Çàäà÷à �8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC
(S � âåðøèíà) óãîë ìåæäó áîêîâûì ðåáðîì è ïëîñêîñòüþ îñíîâà-

íèÿ ðàâåí �, ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà a, SH � âûñîòà ïèðàìèäû.

Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç òî÷êó H ïàðàëëåëüíî ðåáðàì SA è BC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 8). Èñêîìîå ñå÷åíèå � ïðÿìîóãîëüíèê òàê

êàê:

1) ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíà ðåáðàì SA è BC äâó-

ãðàííûõ óãëîâ, à çíà÷èò, ïåðåñåêàåò èõ ãðàíè ïî ïàðàëëåëüíûì

ïðÿìûì,

2) â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå ïðÿìàÿ BC ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðî-

åêöèè AH íàêëîííîé SA, à çíà÷èò, ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäè-
êóëÿðàõ BC ? SA ) óãîë ìåæäó ïàðàìè ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí

ñå÷åíèÿ ïðÿìîé.

Äàëåå: 4SAC � 4LKC, KH k CD ) KL

SA
=
CK

CA
=
DH

DA
=

=

1

3
) KL =

1

3
SA, KN =

2

3
BC =

2

3
a.

Â 4SAH ïîëó÷àåì: AH =
2

3
AD =

2

3
� a
p
3

2
, SA =

AH

cos�
=

=

a

p
3

3 cos�
.
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Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ KLMN S = KL �KN =
1

3
� a

p
3

3 cos�
� 2a

3
=

=

2a
2
p
3

27 cos�
.

Îòâåò:
2a2

p
3

27 cos�
.

1995 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå óãîë ïðè

âåðøèíå ìåæäó äâóìÿ áîêîâûìè ðåáðàìè ðàâåí �. Íàéòè äâó-

ãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 9). Ïóñòü ' � äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíî-

âàíèè ïèðàìèäû, à BD = m. Òîãäà \SDH � ëèíåéíûé óãîë

ýòîãî äâóãðàííîãî óãëà, òàê êàê AD ? BC (âûñîòà â ïðàâèëüíîì

4ABC) è SD ? BC ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ (HD �

ïðîåêöèÿ SD), HD =
1

3
AD =

m

p
3

3
.

Âûðàæàÿ SD èç 4SHD è 4SBD, èìååì SD =
m

p
3

3 cos'
= m �

� ctg �
2
) cos' =

p
3

3
tg
�

2
) ' = arccos

�p
3

3
tg
�

2

�
.

Îòâåò: arccos

�p
3

3
tg
�

2

�
.

Çàäà÷à�8.ÒðàïåöèÿABCD (BC k AD) âïèñàíà â îêðóæ-
íîñòü. Èçâåñòíî, ÷òîBC = a,AD = b,\CAD = �. Íàéòè ðàäèóñ
îêðóæíîñòè.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 10). Ïàðàëëåëüíûå õîðäû BC è AD âûñå-

êàþò èç îêðóæíîñòè ðàâíûå äóãè (îòìå÷åííûå íàêðåñò ëåæàùèå

óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îïèðàþòñÿ êàê âïèñàííûå óãëû

íà ðàâíûå äóãè) ) AB = CD (òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ). Åñëè

CE ? AD, òî ED =
b� a
2

, AE =
b+ a

2
.

Ïóñòü R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðàïåöèè.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â 4ACD CD = 2R sin� (�).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â 4CED íàõîäèì

CD2 = CE2 +ED2 = (AE � tg�)2 +ED2 =

=

�
b+ a

2
� tg�

�
2

+

�
b� a
2

�
2

: (**)
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Èñêëþ÷àÿ CD èç (�) è (��), èìååì

�
b+ a

2
� tg�

�
2

+

+

�
b� a
2

�
2

= (2R sin�)2, îòêóäà R =

q
(b+ a)2 tg2 �+ (b� a)2

4 sin�
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïè-

ñàííîé îêîëî òðàïåöèè. Òî÷êàO ðàâíî óäàëåíà îò âåðøèíA,B,C
èD, ïîýòîìó ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îñíîâàíèÿì

òðàïåöèè. Îáîçíà÷åíèÿ x, h è R ÿñíû íà Ðèñ. 10, h = CE = AE �
� tg� =

b+ a

2
tg�.

Âûðàæàÿ R2 èç äâóõ çàøòðèõîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ, èìååì

R2 = x2 +
a
2

4
=

��
b+ a

2
� tg�

�
� x

�
2

+
b
2

4
: (3�)

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (3�) íàõîäèì x =
(b+ a) tg

2
�+ (b� a)

4 tg�

è ïîäñòàâëÿåì x â ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (3�). Ïîëó÷àåì:

R2 = x2 +
a
2

4
=

�
(b+ a) tg2 �+ (b� a)

4 tg�

�
2

+
a
2

4
:

Ïîëåçíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿR2, ïðèâåäÿ èõ

îáà, íàïðèìåð, ê âèäó R2 =
(b+ a)2

16 cos2 �
+

(b� a)2
16 sin

2
�
.

Îòâåò: R =

q
(b+ a)2 tg2 �+ (b� a)2

4 sin�
.
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1995 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Â òðàïåöèè ABCD (BC k AD) äèàãîíàëè ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M , BC = b, AD = a. Íàéòè îòíîøåíèå

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABM ê ïëîùàäè òðàïåöèè ABCD.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 11). Òàê êàê BC k AD, òî 4BMC �
� 4AMD ) SBMC

SABM
=

CM

MA
=

b

a
(�), SAMD

SABM
=

DM

MB
=

a

b
(��),

SDCM = SABM (3�) (îò ðàâíîâåëèêèõ4BAC è4BDC îòíèìà-

åòñÿ 4BMC).
Ñêëàäûâàåì ïëîùàäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ è, ó÷èòûâàÿ (�),

(��) è (3�), èìååì: SABM
�
b

a
+
a

b
+ 1 + 1

�
= SABCD, îòêóäà

SABM : SABCD = ab=(a+ b)2.

Îòâåò: ab=(a+ b)2.

Çàäà÷à �8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC
(S � âåðøèíà) ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êè B è C è äåëÿùåé ðåáðî SA â îòíîøåíèè m : n, ñ÷èòàÿ
îò âåðøèíû S. Èçâåñòíî, ÷òî îáúåì ïèðàìèäû SABC ðàâåí V ,
à ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îñíîâàíèÿ ABC äî ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ

ðàâíî d. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 12). Â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå ïëîñêîñòü

BEC ñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ASD, òàê êàê ïðî-

õîäèò ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿð BC ê ïëîñêîñòè ASD (BC ? SD è

BC ? AD).
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Ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðû SF1 = h1, AF2 = h2 è OF =
= d, ïðîâåäåííûå èç òî÷åê S, A è O ê ïëîñêîñòè BEC, ëåæàò â

ïëîñêîñòè ASD, 4AF2D � 4OFD ) h2

d
=

AD

OD
= 3 ) h2 =

= 3d (�).
Ïóñòü SE = ma, EA = na, SBEC = S ) h1 =

m

n
h2 (��).

Ñå÷åíèå äåëèò ïèðàìèäó SABC íà äâå ïèðàìèäû ñ âåðøèíàìè

S è A è îáùèì îñíîâàíèåì BEC, ïóñòü VSBEC = V1, VABEC =

= V2, VSABC = V ) V1 =
1

3
S �h1, V2 =

1

3
S �h2 ) V = V1+V2 =

=

1

3
S (h1 +h2)) (ñ ó÷åòîì (��) è (�)) V =

1

3
S �
�
m

n
3d+ 3d

�
=

= S � m+ n

n
� d) S =

n

m+ n

V

d
.

Îòâåò:
n

m+ n

V

d
.

1995 (èþëü)

Çàäà÷à�6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå âûñî-

òà ðàâíàH, à äâóãðàííûé óãîë ïðè áîêîâîì ðåáðå ðàâåí �. Íàéòè
îáúåì ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 13). ÏðîâåäåìOE ? SC è ñîåäèíèì òî÷êó

E ñB èD. Ðåáðî SC ? ïë.BED, òàê êàê SC ? OE è SC ? BD
(ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ïðÿìàÿ BD, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíàÿ ê ïðîåêöèè OC ïðÿìîé SC, ïåðïåíäèêóëÿðíà è ê ñàìîé
íàêëîííîé SC). Çíà÷èò, \BED � ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî

óãëà ñ ðåáðîì SC, \BED = �.

ÏóñòüOE = a)OD = OC = a tg
�

2
, â4OEC èìååìEC =

= a

r
tg2

�

2
� 1 .

Äàëåå: 4SOE � 4OCE ) OE

SO
=
EC

OC
) a

H
=
a

r
tg2

�

2
� 1

a tg
�

2

) a = H �

r
tg2

�

2
� 1

tg
�

2

(�), DC = OD
p
2 = a

p
2 � tg �

2
(��).
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Ïîäñòàâëÿÿ (�) â (��), ïîëó÷àåì VSABCD =
1

3
DC2 � SO =

=

2

3
H3

�
tg2

�

2
� 1

�
.

Îòâåò:
2

3
H3

�
tg2

�

2
� 1

�
.

Çàäà÷à �8. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äèàìåòðMN è õîðäà

AB, ïàðàëëåëüíàÿ äèàìåòðó MN . Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè â

òî÷êå M ïåðåñåêàåò ïðÿìûå NA è NB ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ

P è Q. Èçâåñòíî, ÷òîMP = p,MQ = q. ÍàéòèMN .

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 14). Ïðîâåäåì õîðäû MA è MB. Òàê êàê

MN � äèàìåòð, òî \MAN = \MBN = �=2.
Ïóñòü \MNA = �. Ïàðàëëåëüíûå õîðäû âûñåêàþò èç îê-

ðóæíîñòè ðàâíûå äóãè (ðàâíûå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû BAN è

ANM ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îïèðàþòñÿ êàê âïèñàííûå óãëû

íà ðàâíûå äóãè) ) \BMN = � è \NQM = � (MB ? NQ è

NM ? MQ) ) 4PNM � 4NQM ) PM

MN
=

MN

MQ
) p

MN
=

=

MN

q
)MN =

p
pq .

Îòâåò:
p
pq .

1996 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå

SABCD ñ âåðøèíîé S áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b, à äâóãðàííûé óãîë
ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ðàâåí �. Íàéòè ïëîùàäü

ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äèàãîíàëü BD
îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà SC.
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Ð å ø å í è å (Ðèñ. 15). Ïóñòü

F � ñåðåäèíà ðåáðà SC. Ïðîâåäåì
OE ? SC è ñîåäèíèì òî÷êó E ñ B
è D. Ðåáðî SC ? ïë. BED, òàê êàê

SC ? OE ïî ïîñòðîåíèþ èSC ? BD
(ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ

ïðÿìàÿ BD, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê

ïðîåêöèè OC ïðÿìîé SC, ïåðïåí-

äèêóëÿðíà è ê ñàìîé íàêëîííîé

SC). Çíà÷èò, \BED � ëèíåéíûé

óãîë äâóãðàííîãî óãëà ñ ðåáðîì SC,

\BED = �.

Ïóñòü OD = OC = a ) OE = a ctg
�

2
, SO =

p
b2 � a2 (â

4SOC).
Äàëåå: 4OEC � 4SOC ) OE

OC
=

SO

SC
) a ctg(�=2)

a
=

=

p
b2 � a2
b

) a = b
p

1� ctg2(�=2) (�).
Â ïðÿìîóãîëüíîì 4SOC OF � ìåäèàíà (ðàâíà ïîëîâèíå

ãèïîòåíóçû)) OF =
1

2
SC = b=2 (��).

C ó÷åòîì (��) è (�) íàõîäèì èñêîìóþ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ:

SBFD =
1

2
BD �OF =

1

2
� 2a � b

2
=
b
2

2

p
1� ctg2(�=2) .

Îòâåò:
b
2

2

p
1� ctg2(�=2) .

Çàäà÷à �8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç îñíî-

âàíèÿ D âûñîòû BD îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà

ñòîðîíû AB è BC. Èçâåñòíî, ÷òîMN = a, BD = b. Íàéòè óãîë
\ABC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 16). Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå MBND ñóììà

ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðÿìûõ óãëîâBMD èBND ðàâíà �) îêîëî

íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Ïðÿìûå óãëû îïèðàþòñÿ íà

äèàìåòð BD ýòîé îêðóæíîñòè.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â 4MBN
MN

sinB
= BD ) sinB =

a

b
)

\B = arcsin

�
a

b

�
.

Îòâåò: arcsin

�
a

b

�
.
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1996 (ìàé)

Çàäà÷à�6.Â îêðóæíîñòè ðàäèóñàR ïðîâåäåíû õîðäàAB è

äèàìåòð AC. Õîðäà PQ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèàìåòðó AC, ïåðå-
ñåêàåò õîðäó AB â òî÷êåM . Èçâåñòíî, ÷òî AB = a, PM :MQ =
= 3. Íàéòè AM .

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 17). Ïóñòü AM = x, AE = y ) ME =

=

p
x2 � y2 .
Ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêîâ õîðä, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó,

ðàâíû: �
AM �MB = PM �MQ;
AE �EC = PE �EQ; (�)

ãäåME =MQ =
p
x2 � y2, PM = 3 �ME = 3

p
x2 � y2 , PE =

= EQ = 2
p
x2 � y2 .

Ñèñòåìà (�) â ïåðåìåííûõ x è y ïðèíèìàåò âèä

�
x (a� x) = 3

p
x2 � y2 �

p
x2 � y2 ;

y (2R� y) = 2
p
x2 � y2 � 2

p
x2 � y2

,

,
�

4x2 � 3y2 = ax;
4x2 � 3y2 = 2Ry

,

8><
>:

y =
a

2R
x;

AM = x =
4aR2

16R2 � 3a2
:

Îòâåò:
4aR2

16R2 � 3a2
.
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Çàäà÷à �7. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå îòíî-

øåíèå áîêîâîãî ðåáðà ê ñòîðîíå îñíîâàíèÿ ðàâíî
p
2, à ðàäèóñ

ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû, ðàâåí 2. Íàéòè îáúåì ïèðà-

ìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 18). Öåíòð O ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïðà-

âèëüíîé ïèðàìèäû, ëåæèò íà âûñîòå

SH, OS = OC = 2.
Ïóñòü DC = 2a, òîãäà ïî óñëî-

âèþ SC = 2a
p
2, HC = a

p
2, OH =

=

p
4� 2a2 (â 4OHC).
Â 4SHC (SO + OH)2 +HC2 =

= SC2 ) (2 +
p
4� 2a2)2 + 2a2 =

= 8a2 ) a =
p
6=2, DC = 2a =

=

p
6 (�), SH = 2 +

p
4� 2a2 = 2 +

+

p
4� 2 � 6=4 = 3 (��).
Ó÷èòûâàÿ (�) è (��), íàõîäèì îáú-

åì ïèðàìèäû V =
1

3
�DC2 � SH =

1

3
� 6 � 3 = 6.

Îòâåò: 6.

1996 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà,

ðàâíàÿm, îáðàçóåò ñ áîêîâûìè ãðàíÿìè óãëû � è �. Íàéòè îáúåì
ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 19). Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïè-

ïåäå ðåáðà ïåðïåíäèêóëÿðíû ãðàíÿì: A1B1 ? AA1D1D,

B1C1 ? DD1C1C ) óãëû B1DC1 è B1DA1 (óãëû ìåæäó

äèàãîíàëüþ B1D è åå ïðîåêöèÿìè íà áîêîâûå ãðàíè) ñóòü

äàííûå óãëû � è �.
Äàëåå âûðàæàåì ðåáðà ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç äèàãîíàëü

BD = m è óãëû � è � : D1C1 = A1B1 = m sin�, B1C1 =

= m sin�, B1D1 =
p
B1C

2

1
+D1C

2

1
= m

p
sin2 �+ sin2 �,

D1D =
p
B1D2 �B1D

2

1
=

p
m2 �m2 (sin2 �+ sin2 �) =

= m
p

cos2 �� sin2 �.
Èñêîìûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

V = A1B1 �B1C1 �D1D = m3 � sin� � sin� �
q

cos2 �� sin2 � :

Îòâåò: m3 � sin� � sin� �
p

cos2 �� sin2 � .
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Ä â à â î ï ð î ñ à:

1) âèäíî, ÷òî â îòâåòå ïðè ïåðåìåíå ðîëåé � è � ïðîèçâåäåíèå

èõ ñèíóñîâ íå ìåíÿåòñÿ. À ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå?

2) íå ìîæåò ëè â îòâåòå ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïðè íåêîòî-

ðûõ � è � ñòàòü îòðèöàòåëüíûì?

Çàäà÷à�7.ÁèññåêòðèñàAD ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

ABC (AB = BC) äåëèò ñòîðîíóBC íà îòðåçêèBD = b èDC =
= c. Íàéòè AD.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 20). Ïóñòü áèññåêòðèñà AD ðàâíà l. Â

4ADC l

sin�
=

c

sin (�=2)
) l = 2c � cos (�=2) (�).

Â 4ABC AC = 2(b + c) cos� è ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû
b+ c

2(b+ c) cos�
=
b

c
) cos� =

c

2b
(��).

Èñïîëüçóÿ â ðàâåíñòâå (�) ôîðìóëó cos
�

2
=

r
1

2
(1 + cos�)

(â òðåóãîëüíèêå
�

2
� óãîë îñòðûé), ãäå cos� èìååò âèä (��),

ïîëó÷àåì l = 2c

r
1

2
(1 +

c

2b
) = c

r
2 +

c

b
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïðèìåíÿÿ ìåíåå èçâåñòíóþ â øêîëå

ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèññåêòðèñû (ïðè ýòîì íà ýêçàìåíå

ñòîèò ïîÿñíèòü åå âûâîä)

l2 = AB �AC �BD �DC = (b+ c) �AC � bc;
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ïîäñòàâëÿåì â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå AC =
(b+ c) � c

b
èç óïîìÿíó-

òîãî âûøå ñâîéñòâà áèññåêòðèñû
AB

AC
=

BD

DC
. Ïîëó÷àåì òîò æå

ðåçóëüòàò.

Îòâåò: c

r
2 +

c

b
.

1997 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Íà ñòîðîíå PQ òðåóãîëüíèêà PQR âçÿòà òî÷êà

N , à íà ñòîðîíå PR � òî÷êà L, ïðè÷åì NQ = LR. Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ QL è NR äåëèò îòðåçîê QL â îòíîøåíèè

m : n, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè Q. Íàéòè îòíîøåíèå PN : PR.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 21). ÏóñòüQM = ma,ML = na,\QMN =

= \RML = �. Â 4MNQ
ma

sin\QNM
=

NQ

sin�
, à â 4MLR

na

sin\MRL
=

LR

sin�
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî NQ = LR, è äåëÿ ïðåäû-

äóùèå ðàâåíñòâà äðóã íà äðóãà, ïîëó÷àåì
m sin\MRL

n sin\QNM
= 1 (�).

Â 4PNR sin\MRL

sin\PNR
=
PN

PR
, è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî sin\QNM =

= sin\PNR, èç (�) íàõîäèì m sin\MRL

n sin\PNR
=

mPN

nPR
= 1, îòêóäà

PN

PR
=

n

m
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïðèìåíÿÿ ê 4PQL, ãäå ñòîðîíó

PQ è ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû PL ïåðåñåêàåò ïðÿìàÿ NR, òåîðåìó
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Ìåíåëàÿ, ïîëó÷àåì
PN

NQ

QM

ML

LR

RP
= 1, îòêóäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

NQ=LR è
QM

ML
=
m

n
, ñëåäóåò

PN

PR
=

n

m
.

Îòâåò: n :m.

Çàäà÷à �8. Â ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD îñíîâà-

íèå ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê, SA = 2, SB = 3, SC = 4. Íàéòè
SD.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 22). Ñîåäèíèì îñíîâàíèå âûñîòû ïèðàìèäû

ñ òî÷êàìè A, B, C, D è ñïðîåêòèðóåì ïîëó÷åííûå îòðåçêè íà

ñòîðîíû îñíîâàíèÿ. Ïóñòü a, b, c, d � äëèíû ýòèõ ïðîåêöèé, h �

âûñîòà ïèðàìèäû, x � èñêîìîå áîêîâîå ðåáðî. Âûðàæàÿ ÷åðåç a,
b, c, d, h, x äëèíû áîêîâûõ ðåáåð, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

8><
>:

a2 + b2 + h2 = 22;
c2 + d2 + h2 = 42;
a2 + d2 + h2 = 32;
c2 + b2 + h2 = x2:

Ñêëàäûâàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðåòüå � ñ ÷åòâåðòûì,

ïîëó÷àåì â ëåâûõ ÷àñòÿõ îäèíàêîâûå âûðàæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

22 + 42 = 32 + x2, îòêóäà x2 = 11.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ðàññìîòðèì òî÷êó S1, ñèììåòðè÷-

íóþ S îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëü-

íèêà ABCD, è ñîåäèíèì åå ñ A, B, C, D. Â ïàðàëëåëîãðàììàõ

SAS1C è SBS1D îáùàÿ äèàãîíàëü SS1 è ðàâíûå äèàãîíàëè AC
è BD. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììû êâàäðàòîâ ñòîðîí â ýòèõ ïàðàëëå-

ëîãðàììàõ ðàâíû: 2 � x2+ 2 � 32=2 � 42+2 � 22. Îòñþäà x2 = 11.

Îòâåò:
p
11 .

1997 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Íà ñòîðîíàõ îñòðîãî óãëà ñ âåðøèíîé O âçÿòû

òî÷êè A è B. Íà ëó÷å OB âçÿòà òî÷êà M íà ðàññòîÿíèè 3 � OA
îò ïðÿìîé OA, à íà ëó÷å OA � òî÷êà N íà ðàññòîÿíèè 3 �OB îò

ïðÿìîé OB. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà
AOB, ðàâåí 3. ÍàéòèMN .

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 23). Ïóñòü \AOB = �, OA = a, OB = b,
MK?ON , NL?OM , òîãäà MK = 3a, NL = 3b. Â 4OKM è â
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4OLN èìååì: OM =
3a

sin�
, ON =

3b

sin�
) 4OAB � 4OMN

ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ k =
OM

OA
=

ON

OB
=

3

sin�
) MN =

= AB
3

sin�
=

AB

sin�
� 3 = 2 � 3 � 3 = 18, òàê êàê ïî òåîðåìå ñèíóñîâ

AB

sin�
= 2R, R = 3, ãäå R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî

4AOB.

Îòâåò: 18.

Çàäà÷à �8. Ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ïðàâèëüíóþ òðå-

óãîëüíóþ ïèðàìèäó, ðàâåí r, à äâóãðàííûé óãîë ïðè áîêîâîì

ðåáðå ðàâåí �. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû, âåðøèíû êîòîðîé íàõî-

äÿòñÿ â öåíòðå âïèñàííîãî øàðà è òî÷êàõ åãî êàñàíèÿ ñ áîêîâûìè

ãðàíÿìè èñõîäíîé ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 24). Öåíòð O âïèñàííîãî øàðà ëåæèò íà

âûñîòå ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû. ÏóñòüA1,B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ

âïèñàííîãî øàðà ñ áîêîâûìè ãðàíÿìè ïèðàìèäû. Îíè ëåæàò

íà àïîôåìàõ ïèðàìèäû. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ðàäèóñ OB1

øàðà ïåðïåíäèêóëÿðåí ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ASC, à çíà÷èò,
ëåæèò â ïëîñêîñòèBSE, òàê êàê ýòà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà
ãðàíè ASC (AC?BE è AC?SE).

Äâà ðàäèóñàOA1 èOB1 ïåðïåíäèêóëÿðíûãðàíÿì äâóãðàííî-

ãî óãëà ñ ðåáðîì SC, à çíà÷èò, ïëîñêîñòü OA1B1 ïåðïåíäèêóëÿð-

íà SC. Çíà÷èò, â ýòîé æå ïëîñêîñòè OD?SC è \A1DB1 = � �

ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ñ ðåáðîì SC.
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Ïóñòü O1 � öåíòð 4A1B1C1. Òîãäà A1B1 = B1C1 =

= A1C1 = 2r cos
�

2
, C1O1 =

2rp
3
cos

�

2
, OO1 (âûñîòà ïèðàìèäû

OA1B1C1) =
p
OC2

1
�C1O

2

1
= r

r
1� 4

3
cos2

�

2
.

Èñêîìûé îáúåì íàõîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì

V =
1

3
� 1
2
A1B

2

1
�
p
3

2
�OO1 =

=
1

3
r3
p
3 cos2

�

2

r
1� 4

3
cos2

�

2
=

1

3
r3 cos2

�

2

p
1� 2 cos�:

Îòâåò:
1

3
r3 cos2

�

2

p
1� 2 cos� .

1997 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî

ñòîðîíàìè 7, 8, 9. Áîêîâûå ðåáðà ïèðàìèäû íàêëîíåíû ê ïëîñêî-

ñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 60Æ. Íàéòè âûñîòó ïèðàìèäû.
Ð å ø å í è å (Ðèñ. 25). Åñëè áîêîâûå ðåáðà ïèðàìèäû ðàâíî

íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, òî âåðøèíà ïè-

ðàìèäû ïðîåêòèðóåòñÿ â öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî

îñíîâàíèÿ. Ïðè çàäàííûõ ñòîðîíàõ îñíîâàíèÿ a = 7, b = 8, c = 9

ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå R =
abc

4S
,

ãäå S =
p
p (p� a)(p� b)(p� c), p =

1

2
(a + b + c), îòêóäà p =

= 12, S =
p
12 � 5 � 4 � 3 = 12

p
5, R =

21

10

p
5. Íàêîíåö, âûñîòà

ïèðàìèäû h = R tg�, ãäå � � óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ê

ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, îòêóäà h =
21

10

p
5 �
p
3 =

21

10

p
15.

Îòâåò:
21

10

p
15.

Çàäà÷à �8. Â òðàïåöèè ABCD BCkAD, \ABC = 90Æ.
Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñòîðîíå CD, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB
â òî÷êå M , à ñòîðîíó CD � â òî÷êå N . Èçâåñòíî, ÷òî MC =
= a;BN = b, à ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïðÿìîé MC ðàâíî c.
Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé BN .
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Ð å ø å í è å (Ðèñ. 26). Ïóñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

A äî ïðÿìîé BN ðàâíî x. Ñîåäèíèì A ñ N è D ñ M . Îêîëî

÷åòûðåõóãîëüíèêîâ MBCN è AMND ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-

íîñòè (â êàæäîì èç íèõ åñòü ïàðà ïðÿìûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ

óãëîâ). Îòìå÷åííûå îäèíàêîâî íà ðèñóíêå óãëû ðàâíû êàê âïè-

ñàííûå â ýòè îêðóæíîñòè è îïèðàþùèåñÿ íà äóãè ñ õîðäîéMN .

Ñëåäîâàòåëüíî, 4ANB � 4DMC ïî äâóì óãëàì. Âûñîòû â

ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ, ïðîâåäåííûå èç òî÷åê A è D, îòíîñÿòñÿ êàê

ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû:
x

c
=
b

a
, îòêóäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè A äî ïðÿìîé BN åñòü x =
bc

a
.

Îòâåò: bc=a.

1998 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM

ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî SK è âûñîòó

SO, â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Áîêîâîå

ðåáðî ðàâíî
p
13. Íàéòè ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 27). Ïóñòü SO � âûñîòà ïèðàìèäû SKLM ,

SN � àïîôåìà, x � ñòîðîíà îñíîâàíèÿ. Òîãäà â 4SKN KO =

=

x

p
3

3
, SO =

r
13� x

2

3
, SN =

r
13� x

2

4
(èç 4SLN) )

ïëîùàäü ñå÷åíèÿ SKSN =
1

2
x

p
3

2

r
13� x

2

3
, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ
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SKLM =
1

2
x2

p
3

2
. Ïî óñëîâèþ SKSN = 2SKLM , îòêóäà x =

p
3,

ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè SMSL =
1

2
x

r
13� x

2

4
=

7

4

p
3.

Îòâåò:
7

4

p
3.

Çàäà÷à �7. Â 4ABC äàíû: \BAC = �, AC = b. Âïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ M è N ,

áèññåêòðèñà óãëàBAC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþMN â òî÷êåK. Íàéòè

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ïðÿìîé AC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 28). Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàí-

íîé â 4ABC. Ñîåäèíèì òî÷êè O è K ñ òî÷êîé C è ïðîâåäåì èç

òî÷êè K ïåðïåíäèêóëÿðKD ê AC. Äëèíó KD íàäî íàéòè.

Ïóñòü A, B, C � óãëû òðåóãîëüíèêà ABC. Óãîë KOC ðà-

âåí
A

2
+

C

2
=

�

2
� B

2
êàê âíåøíèé óãîë 4AOC. Â ðàâíî-

áåäðåííîì òðåóãîëüíèêå MBN (MB è NB � ðàâíûå îòðåçêè

êàñàòåëüíûõ) \BNM =
�

2
� B

2
. Çíà÷èò, \KNC =

�

2
+
B

2
.

Òàêèì îáðàçîì, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå OKNC ñóììà ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ óãëîâ KOC è KNC ðàâíà � è îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

OKNC ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Êðîìå òîãî, ON ? BC
(N � òî÷êà êàñàíèÿ). Âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ïðÿìîé óãîë

ONC îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð ) \OKC òàêæå ïðÿìîé. Èòàê,

â ïðÿìîóãîëüíîì 4AKC èìååì AC cos\KAC sin\KAC =
= b cos (�=2) sin (�=2) = (b=2) sin� = KD.

Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà K ëåæèò âíå 4ABC.
Îòâåò: (b=2) sin�.
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Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå

SABC S � âåðøèíà, SO � âûñîòà, SA = 4, AB = 2. ×åðåç
òî÷êè S, A, B ïðîâåäåíà ñôåðà òàê, ÷òî ïðÿìàÿ SO ëåæèò â

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ñôåðå. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 29). Ïóñòü O1 � öåíòð èñêîìîé ñôåðû

èç óñëîâèÿ çàäà÷è, O2 � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî

4ASB. Öåíòð ëþáîé ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, S, B
ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê

ïëîñêîñòè ASB, ïðîõîäÿùåì

÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè, îïè-

ñàííîé îêîëî 4ASB. Ýòîò ïåð-
ïåíäèêóëÿð ëåæèò òàêæå â

ïëîñêîñòè CSD, òàê êàê îíà,

â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðïåíäèêóëÿð-

íà ãðàíè ASB (ïëîñêîñòü ASB
ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿð

AB ê ïëîñêîñòè CSD). Â ýòîé

æå ïëîñêîñòè CSD íàõîäèòñÿ

ïðÿìàÿ SO, è åñëè ñôåðà êàñàåòñÿ ïðÿìîé SO â òî÷êå S, òî
òî÷êà O1 ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê SO â òî÷êå S. Èñêîìûé
ðàäèóñ ñôåðû îïðåäåëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, èç ïîäîáèÿ 4SOD
(èçâåñòåí â çàäàííîé ïèðàìèäå) è 4O1O2S, â êîòîðîì îòðåçîê

SO2 òàêæå èçâåñòåí.

Äàëåå: ïóñòü \SDO = \O1SO2 = ', OD =

p
3

3
, SD =

=

p
15 (èç 4SAD) ) cos' =

OD

SD
=

p
3

3
p
15

, R = SO2 =

=

8p
15

(ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî èçâåñòíîãî4ASB).

Èñêîìûé ðàäèóñ ñôåðû SO1 =
R

cos'
= 8

p
3.

Îòâåò: 8
p
3.

Çàäà÷à �8. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíî: AB = c; AC =
= b (b > c),AD� áèññåêòðèñà. ×åðåç òî÷êóD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ,

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AD è ïåðåñåêàþùàÿ AC â òî÷êå E. Íàéòè
AE.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 30). Ïóñòü \BAD = 2�, AE = AF = x,
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BD = y, DC = z, FD = DE = w.

Òîãäà (íà äàííîì ðèñóíêå!) BF =

= x� c, EC = b�x, AD = x cos�.

Ïðèìåíÿÿ ê 4ABD è 4ADC òåî-

ðåìó êîñèíóñîâ è äåëÿ ïîëó÷åííûå

ðàâåíñòâà äðóã íà äðóãà, ïîëó÷àåì

c
2 + (x cos�)2 � 2cx cos2 �

b
2 + (x cos�)2 � 2bx cos2 �

=
y
2

z
2
. Ïî

ñâîéñòâó áèññåêòðèñû â4ABC èìå-

åì
y

z
=
c

b
. Èòàê,

c
2
+ (x cos�)

2 � 2cx cos
2
�

b
2 + (x cos�)2 � 2bx cos2 �

=
c
2

b
2
) x =

2bc

b+ c
.

Â ò î ð î é â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïóñòü \BDF = �. Îò-

íîøåíèå ïëîùàäåé 4BDF è 4EDC
1

2
yw � sin�

1

2
zw � sin�

ðàâíî îòíî-

øåíèþ
x� c
b� x îñíîâàíèé BF è EC, òàê êàê âûñîòû 4BDF è

4EDC, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè D, ëåæàùåé íà áèññåêòðèñå, ðàâ-

íû. Â 4ABC, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,
y

z
=

c

b
. Èç ðàâåíñòâà

x� c
b� x =

c

b
íàõîäèì x =

2bc

b+ c
.

Ò ð å ò è é â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ . Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ
AB

BF

FD

DE

EC

CA
= 1, òî åñòü

c

x� c �
w

w
� b� x

b
= 1, îòêóäà x =

2bc

b+ c
.

Ç à ì å ÷ à í è å . Åñëè x < c, òî x > b. Òîãäà BF = c � x,

EC = x� b è îòíîøåíèå x� c
b� x îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì.

Îòâåò:
2bc

b+ c
.

1998 (èþëü)

Çàäà÷à�6.Íà îòðåçêåAB âçÿòà òî÷êàC, îòðåçêèAB èCB

ñëóæàò äèàìåòðàìè îêðóæíîñòåé. Õîðäà AM êàñàåòñÿ ìåíüøåé

îêðóæíîñòè â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ BD ïåðåñåêàåò á�îëüøóþ îêðóæ-

íîñòü â òî÷êå N , \DAB = �, AB = 2R. Íàéòè ïëîùàäü ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà ABMN .
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Ð å ø å í è å (Ðèñ. 31). Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíè-

êà SABMN =
1

2
AM �BN � sin\MDB (�).

Äàëåå: AM = 2R cos� (ïðÿìîé óãîë \AMB îïèðàåòñÿ íà

äèàìåòð), \ADO =
�

2
(AM � êàñàòåëüíàÿ) ) \DOB =

�

2
+

+�) \ODB = \DBO =
�

4
� �

2
(â ðàâíîáåäðåííîì4DOB))

\MDB =
�

4
+
�

2
. Èòàê,AM = 2R cos�,BN = 2R cos\NBA =

= 2R cos

�
�

4
� �

2

�
, \MDB =

�

4
+

�

2
, îòêóäà ñ ó÷åòîì (�)

ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: 2R2 cos� cos

�
�

4
� �

2

�
sin

�
�

4
+
�

2

�
.

Çàäà÷à �8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå

ABCA1B1C1 (AA1 k BB1 k CC1) óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AC1 è

A1B ðàâåí �, AA1 = 2. Íàéòè AB.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 32). Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îäíîé èç ñêðå-

ùèâàþùèõñÿ äèàãîíàëåé áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû äî ïåðåñå÷åíèÿ

ñ äðóãîé äèàãîíàëüþ, íàïðèìåð, ïåðåíîñ A1B â ïîëîæåíèå A2A
äàåò 4A2AC1 ñ èçâåñòíûì óãëîì \A2AC1 = �.

Ïóñòü AB = AC = A3A = x, ïî óñëîâèþ AA1 = A2A3 = 2.
Âûðàæàÿ ñòîðîíû 4A2AC1 ÷åðåç x, çàòåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû

êîñèíóñîâ äëÿ 4A2AC1 íàõîäèì èñêîìûé îòðåçîê x = AB :

\A3AC =
2�

3
) A2C1 = A3C = x

p
3, A2A = AC1 =

p
x2 + 4 )
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â 4A2AC1 èìååì (x2 + 4) + (x2 + 4) � 2(x2 + 4) cos� = 3x2 )

x = AB =

r
8(1� cos�)

1 + 2 cos�
.

Îòâåò:

r
8(1� cos�)

1 + 2 cos�
.

1999 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Íà ñòîðîíàõ îñòðîãî óãëà ABC âçÿòû òî÷êè

A è C. Îäíà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êå B è

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóC. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîéBC
â òî÷êå B è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A. Òî÷êà D � âòîðàÿ îáùàÿ

òî÷êà îêðóæíîñòåé. Èçâåñòíî, ÷òî AB = a, CD = b, BC = c.
Íàéòè AD.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 33). Ïóñòü

AD = x, BD = y. Îäèíàêîâî îòìå-
÷åííûå óãëû ðàâíû êàê óãëû ìåæäó

õîðäîé è êàñàòåëüíîé è âïèñàííûå

óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà òå æå õîðäû

)4ADB � 4BDC ) a

c
=
x

y
=
y

b

) a
2

c
2
=
x

b
) x = b

�
a

c

�
2

.

Îòâåò: b

�
a

c

�
2

.

Çàäà÷à �8. Âûñîòà SH ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðà-

ìèäû SABCD ñëóæèò äèàìåòðîì ñôåðû. Èçâåñòíî, ÷òî AS =
= b, à äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ïèðàìèäû ðàâåí �. Íàéòè
äëèíó ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû ñ ïîâåðõíîñòüþ ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 34). Ïóñòü \ASB = �, SE = k, NM =
= SN = r � ðàäèóñ äóãè�KLM , ïî êîòîðîé ñôåðà ïåðåñåêàåò

ãðàíü ASB. Â 4SHE è 4SEA íàõîäèì: HE = k � cos�, EA =

= k � tg �
2
, HE = EA ) cos� = tg

�

2
(�) ) � = 2arctg (cos�), à

\KNM = 2� (öåíòðàëüíûé óãîë â îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì N , ñî-

îòâåòñòâóþùèé âïèñàííîìó â ýòó îêðóæíîñòü óãëó \KSM = �)
)�KLM = r � 2� (÷åòâåðòü èñêîìîé äëèíû ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ

ñôåðû ñ ïèðàìèäîé).
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Äàëåå: r = NM = SN = SO � sin� (â 4SON) =
1

2
SH �

� sin� =
1

2

�
SA � cos �

2

�
sin2 � = (â ñèëó (�)) =

b sin
2
�

2
p

1 + cos2 �
.

Èñêîìàÿ äëèíà 4��KLM = 4�r�2� = 4� b sin
2
�

2
p

1 + cos2 �
�4 arctg (cos�).

Ç à ì å ÷ à í è å . Â ñèëó (�), òî åñòü cos� = tg
�

2
ìîæ-

íî áûëî ïîëó÷èòü è áîëåå ãðîìîçäêóþ êîíñòðóêöèþ cos
�

2
=

= cos (arctg (cos�)). Ãîðàçäî ëó÷øå, êîíå÷íî, âûðàçèòü ñíà÷àëà

cos
�

2
÷åðåç tg

�

2
, ÷òî è ñäåëàíî âûøå: cos

�

2
=

1q
1 + tg2(�=2)

=

=

1p
1 + cos2 �

. Äëÿ ñàìîãî óãëà �, âõîäÿùåãî â äëèíó äóãè,

îñòàåòñÿ, êîíå÷íî, âûðàæåíèå � = 2arctg (cos�).

Îòâåò:
8b sin

2
�p

1 + cos2 �
� arctg (cos�).

1999 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Â ðîìáå ABCD âûñîòû BP è BQ ïåðåñåêàþò

äèàãîíàëü AC â òî÷êàõ M è N (M ìåæäó A è N), AM = p,
MN = q. Íàéòè PQ.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 35). Äàíî: AM = p, MN = q ) NC =

= p. Äàëåå: 4AMP � 4BMC ) MP

BM
=

p

p+ q
(�), 4PBQ �
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� 4BMN ) BP

BM
=

x

q
) BM +MP

BM
= 1 +

MP

BM
=

x

q
(��).

Èñêëþ÷àÿ èç (�) è (��) MP

BM
, íàõîäèì x =

q (2p+ q)

p+ q
.

Îòâåò:
q (2p+ q)

p+ q
.

Çàäà÷à �8. Âïðÿìîóãîëüíîìïàðàëëåëåïèïåäå

ABCDA1B1C1D1 (AA1 k BB1 k CC1 k DD1) AB = BC =

= 2a, AA1 = a. Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè B1 è D

ïàðàëëåëüíî ïðÿìîéAC. Íàéòè ðàäèóñ øàðà, êàñàþùåãîñÿ ýòîãî

ñå÷åíèÿ è òðåõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îáùåé âåðøèíîé B.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 36). ÖåíòðOøàðà, êàñàþùåãîñÿ óêàçàííûõ

â óñëîâèè ïëîñêîñòåé, íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè BB1D � áèññåêò-

ðàëüíîé ïëîñêîñòè äâóãðàííîãî

óãëà ñ ðåáðîì BB1. Ýòà ïëîñêîñòü

ïåðïåíäèêóëÿðíà, âî-ïåðâûõ, ïëî-

ñêîñòè ABCD (òàê êàê ïðîõî-

äèò ÷åðåç BB1 � ïåðïåíäèêó-

ëÿð ê ýòîé ïëîñêîñòè), à, âî-

âòîðûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêî-

ñòè ïðîâåäåííîãî ñå÷åíèÿ (òàê êàê

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AC, êî-

òîðàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè ñå-

÷åíèÿ ïî óñëîâèþ). Ñëåäîâàòåëü-

íî, \B1DB � ëèíåéíûé óãîë äâó-

ãðàííîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî ïëîñêîñòüþ ABCD è ïëîñêîñòüþ

ñå÷åíèÿ. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà òîëüêî ïîëîâèíà ñå÷åíèÿ � òðå-

óãîëüíèê B1ED. Çíà÷èò, øàð ñ öåíòðîì O êàñàåòñÿ ïëîñêîñòåé

ýòîãî äâóãðàííîãî óãëà â òî÷êàõM è N íà ïðÿìûõ BD è B1D è

òî÷êå O � íà áèññåêòðèñå ýòîãî óãëà.

Ðåøèì íåìíîãî áîëåå îáùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü AB = m, BB1 =

= n, OM = x (ðàäèóñ øàðà), \ODM = �) \B1DB = 2�. Òàê

êàê øàð êàñàåòñÿ òðåõ ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îáùåé âåðøèíîé

B, òî BM = x
p
2. Â òðåóãîëüíèêå BOD èìååì: BM +MD =

= BD èëè x (
p
2+ctg�) =m

p
2) x =

m

p
2p

2 + ctg�
(�). Â4B1BD
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tg 2� =
BB1

BD
=

n

m

p
2
) � =

1

2
arctg

�
n

m

p
2

�
) ïðèm = 2a, n =

= a èìååì OM = x =
2a
p
2

p
2 + ctg

 
1

2
arctg

p
2

4

! .

Îòìåòèì îïÿòü, êàê è â Çàìå÷àíèè ê Çàäà÷å 8, 1999 (ìàðò), ÷òî

èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë òðèãîíîìåòðèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå

èçÿùíóþ è êðàòêóþ ôîðìó îòâåòà: tg 2� =
2 ctg�

ctg2 �� 1
=

n

m

p
2

) ctg2 � � 2
p
2

�
m

n

�
� ctg� � 1 ) (îñòàâëÿÿ äëÿ îñòðîãî óãëà

�=2 ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü)) ctg� =
p
2

0
@m

n
+

s�
m

n

�
2

+
1

2

1
A

) (ïîäñòàâëÿÿ ctg� â (�)) ) OM = x =
m

1 +
m

n
+

s�
m

n

�2
+

1

2

.

Ïîäñòàâëÿÿ m = 2a, n = a è èçáàâëÿÿñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â

çíàìåíàòåëå, ïîëó÷àåì áîëåå êîìïàêòíûé îòâåò x =
4� 2

p
2

3
a.

Îòâåò:
2a
p
2

p
2 + ctg

 
1

2
arctg

p
2

4

! =
4� 2

p
2

3
a.

1999 (èþëü)

Çàäà÷à �6. ×åðåç òî÷êó N ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, êàñàþ-

ùèåñÿ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè ñ öåí-

òðîìO. Íà îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ âçÿòà
òî÷êàA, à íà äðóãîé ïðÿìîé âçÿòà òî÷-
êà B òàê, ÷òî OA = OB, OA > ON ,

NA 6= NB. Èçâåñòíî, ÷òî NA = a,
NB = b, OA = c. Íàéòè ON .

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 37). ÏóñòüON =
= x, D è C � òî÷êè êàñàíèÿ, NC =
= ND = y. Òîãäà AD = BC ) a +

+ y = b� y ) y =
b� a
2

(�). Äàëåå: èç

4 Ã.Í. Ìåäâåäåâ
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4ONC è 4OBC èìååì x2 � y2 = c2 � (b� y)2, îòêóäà ñ ó÷åòîì
(�) íàõîäèì x2 = c2 � ab) x =

p
c2 � ab.

Îòâåò:
p
c2 � ab .

Çàäà÷à �7. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñ

âåðøèíîé S áîêîâîå ðåáðî SA ðàâíî b. Ñôåðà ðàäèóñà
b

2
êàñàåòñÿ

ïëîñêîñòè SAC â òî÷êå C è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B. Íàéòè
\ASC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 38). Öåíòð O ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êè B è C, íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó
îòðåçêà BC è ïåðïåíäèêóëÿð-

íîé ê íåìó, òî åñòü â ïëîñêîñòè

SAD � áèññåêòðàëüíîé ïëîñêî-

ñòè äâóãðàííîãî óãëà ñ ðåáðîì

SA. Ïîýòîìó, åñëè C � òî÷-

êà êàñàíèÿ ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ

SAC (åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷-

êà ñôåðû è ïëîñêîñòè SAC), òî
B áóäåò òàêæå åäèíñòâåííîé îá-

ùåé òî÷êîé ñôåðû è ïëîñêîñòè

SAB, òî åñòü òî÷êîé êàñàíèÿ

ñôåðû è ïëîñêîñòè SAB.
Ïåðïåíäèêóëÿðû OC è OB

ê ïëîñêîñòÿì SAC è SAB ëå-

æàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ðåáðó SA, òî÷êà D òàêæå

ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, ïëîñêîñòü SAD è ïëîñêîñòü

COB ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé OD, ïåðåñåêàþùåé SA â òî÷êå

E, OE ? SA. Òîãäà CE ? SA ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêó-

ëÿðàõ (CD ? ïë. SAD, DE ? SA), è OC ? CE (ðàäèóñ OC
ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè SAC).

Ïóñòü \ASC = �, \CED = 
, SC = b ïî óñëîâèþ.

Òîãäà CE = b sin� (èç 4SCE), CD = b sin
�

2
(èç 4SCD),

CO =
b

2
(ïî óñëîâèþ), \CED = \OCD = 
 ) sin
 =

CD

CE
=

=

b sin
�

2

b sin�
=

1

2 cos
�

2

, cos
 =
CD

CO
= 2 sin

�

2
) 1

4 cos2
�

2

+4 sin2
�

2
=

= 1 (�)) 1

2(1 + cos�)
+ 2(1� cos�)� 1 = 0) cos� =

p
13� 1

4
.
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Åñëè ðåøàòü áèêâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî cos
�

2
óðàâíå-

íèå (�), òî cos
�

2
=

r
3 +

p
13

8
. Èòàê, � = arccos

p
13� 1

4
=

= 2 arccos

r
3 +

p
13

8
.

Îòâåò: arccos

p
13� 1

4
.

2000 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå âûñîòà

ðàâíà 3, à îáúåì ðàâåí 9
p
3. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé

îêîëî ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 39). Öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïðà-

âèëüíîé ïèðàìèäû SABC, íàõîäèòñÿ íà âûñîòå SH íà ðàâíûõ

ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷åê S è A) SO = AO = R, OD ? SD, SD =

=

1

2
SA.

ÏóñòüAC = a. Òîãäà V =
1

3
�
�
1

2
a2

p
3

2

�
�3 = 9

p
3 (ïî óñëîâèþ)

) a = 6, AH =
2

3
a

p
3

2
= 2

p
3, SA =

p
SH2 +AH2 =

p
21;

4SOD � 4SAH ) R = SO =
SD � SA
SH

=
21

2 � 3 =
7

2
.

Îòâåò: 7=2.

4*
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Çàäà÷à �8. Èç òî÷êè A ïðîâåäåíû ê îêðóæíîñòè äâå êàñà-

òåëüíûå (M è N � òî÷êè êàñàíèÿ) è ñåêóùàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ýòó

îêðóæíîñòü â òî÷êàõB èC, à õîðäóMN � â òî÷êåP ,AB : BC =
= 2 : 3. Íàéòè AP : PC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 40). Ïðîâåäåì AO (O � öåíòð îêðóæ-

íîñòè), ðàäèóñ OM (OM ? AM) è OH ? AC. Â òî÷êå K
ïåðåñåêàþòñÿ îòðåçêè AO èMN .

Çàìåòèì, ÷òî 4AMK � 4AOM , 4APK � 4AOH )
AK

AM
=
AM

AO
(�), AK

AP
=
AH

AO
(��).

Äàëåå: èçAM2 = AB �AC è èç (�) è (��) ñëåäóåòAM2 = AB �
�AC = AK �AO = AP �AH ) AP =

AB �AC
AH

(3�).

Ïóñòü AB = 2a, AC = 5a, òîãäà AH =
7a

2
. Èç (3�) òîãäà

íàõîäèì:AP =
2 � 5 � 2

7
a=

20

7
a, PC = AC�AP =

�
5� 20

7

�
a =

=

15

7
a. Çíà÷èò,

AP

PC
=

20

7
� 7

15
=

4

3
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïîâòîðèòå ÷åðòåæ ïî óñëîâèþ çàäà-

÷è è ïðîâåäèòå òîëüêî AO. Â îêðóæíîñòè PM � PN = BP � PC
) (MK � PK)(KN + PK) = BP � PC (�).

Ïóñòü AB = 2a, BC = 3a, AP = x, \PAK = �. Òîãäà
AM2 = AB � AC = 10a2, AK = x cos�, PK = x sin� (��),
KN = MK =

p
AM2 �AK2 =

p
10a2 � x2 cos2 � (3�), BP =

= x� 2a (4�), PC = AC �AP = 5a� x (5�).
Ïîäñòàâëÿÿ (��), (3�), (4�), (5�) â (�), íàõîäèì: x = AP =

=

20

7
a, PC =

15

7
a) AP

PC
=

4

3
.

Îòâåò: 4 : 3.

2000 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC SC?AB,
SC?AC, AB = BC = 2, AC = 1, SC = 4. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû,
îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 41). Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ðàâíî-

óäàëåííûõ îòA,B èC, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿS1O1 ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

ê ïëîñêîñòè ABC, è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O1 � öåíòð îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî 4ABC. Öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðà-

ìèäû, ëåæèò íà ïðÿìîé S1O1 íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò S è
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C. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ öåíòðà ñôåðû
O íàäî â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ïðÿìûå

S1O1 è SC, ïðîâåñòè ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ê îòðåçêó SC. Çíà÷èò, OO1 =

=

1

2
SC = 2. Ïëîùàäü èçâåñòíîãî òðå-

óãîëüíèêà ABC íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Ãåðîíà S =

r
5

2
� 1
2
� 1
2
� 3
2

=
1

4

p
15 , ðà-

äèóñ O1C îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî

4ABC � ïî ôîðìóëå O1C = R =
abc

4S
=

=

2 � 2 � 1 � 4
4 �
p
15

=
4p
15

, èñêîìûé ðàäèóñ ñôå-

ðû � ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç4OO1C : OC =
p
O1C2 +OO2

1
=

=

r
16

15
+ 4 = 2

r
19

15
.

Îòâåò: 2

r
19

15
.

Çàäà÷à �8. Íà ñòîðîíå BC îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

4ABC (AB 6= AC) êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà ïîëóîêðóæíîñòü,
ïåðåñåêàþùàÿ âûñîòó AD â òî÷êå M , AD = a, MD = b, H �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò 4ABC. Íàéòè AH.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 42). Ïóñòü îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðî-

íó AB â òî÷êå C1. Ñîåäèíèì M ñ B è C. Óãëû BC1C è

BMC � ïðÿìûå, êàê îïèðàþùèåñÿ íà

äèàìåòð ) CC1 � âûñîòà, \ABD =
= \CHD êàê óãëû ñ ïåðïåíäèêóëÿð-

íûìè ñòîðîíàìè)4ABD � 4CHD
è 4MBD � 4CMD ) AD

BD
=

DC

HD
,

MD

BD
=

DC

MD
) AD �HD = MD2 (�).

Ïî óñëîâèþ AD = a, MD = b. Ïóñòü
AH = x. Òîãäà èç (�) íàõîäèì a (a �

� x) = b2 ) x = AH =
a
2 � b2
a

.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïðîäîë-

æèì âûñîòó AD äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ

îêðóæíîñòüþ â òî÷êå M1. Äàëåå
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4AC1H � 4CDH ) HD

CH
=

HC1

AH
) AH � HD = CH � HC1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, CH �HC1 =MH �HM1 ) AH �HD =MH �
�HM1 (�). Òàê êàêMH =MD�HD, HM1 =M1D+HD òî èç

(�) íàõîäèì x (a � x) = (b � (a � x))(b + (a � x)) ) x = AH =

=

a
2 � b2
a

.

Îòâåò:
a
2 � b2
a

.

2000 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â 4ABC äàíî: AB = a, AC = b, òî÷êà O �

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ BD, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

ïðÿìîé AO, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå D. Íàéòè CD.

Ð å ø å í è å ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê î å (Ðèñ. 43). Â îäíèõ âàðè-

àíòàõ ýòîé çàäà÷è ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëà ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà, êàê

â ïðèâåäåííîì óñëîâèè, â äðóãèõ � ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû.

Äàíî: AB = a, AC = b. Íà ïåðâîì ðèñóíêå a < b (ïðÿìàÿ
BD ïåðåñåêàåò ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà), íà âòîðîì ðèñóíêå a > b
(ïðÿìàÿ BD ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà).

Äàëåå ðàññìîòðåíû îáå âîçìîæíîñòè. Ñîåäèíèì òî÷êó M ñ

òî÷êîé A ) AM = AB = a (BE = EM , 4BAM � ðàâíî-

áåäðåííûé), \ABM = \BCA (îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå õîðäû) )

4ABC � 4ADB (\BAD � îáùèé) ) AD

a
=
a

b
) AD =

a
2

b
,

CD = jAD �ACj = = ja
2

b
� bj = ja2 � b2j

b
. Åñëè a < b, òîCD =

=

b
2 � a2
b

, åñëè a > b, òî CD =
a
2 � b

2

b
.
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Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ (à ë ã å á ð à è ÷ å ñ ê è é). Îïÿòü

AM = AB = a. Ïóñòü BE = EM = c, CD = x,MD = y )�
x (b� x) = y (2c� y);

(b� x)2 � (c� y)2 = a2 � c2;
, x =

b
2 � a2
b

(åñëè a < b),�
x (b+ x) = y (2c+ y);

(b+ x)2 � (c+ y)2 = a2 � c2;
, x =

a
2 � b2
b

(åñëè a > b),

Ïåðâûå óðàâíåíèÿ â ýòèõ ñèñòåìàõ ñîîòâåòñòâåííî � ñâîéñòâà

ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä AC è BM è ñåêóùèõ DA è DB. Âòîðûå
óðàâíåíèÿ � òåîðåìû Ïèôàãîðà â 4ADE è 4ABE.

Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðèâåäåííîìó óñëîâèþ çàäà÷è ñî-

îòâåòñòâóåò ïåðâûé ðèñóíîê, ãäå a < b.

Îòâåò:
b
2 � a2
b

.

Çàäà÷à �8. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà 6, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ðàâåí
3. Òî÷êà A íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3 îò îñè êîíóñà è íà ðàññòîÿ-

íèè 4 îò ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà. ÏðÿìàÿAB èìååò ñ êîíóñîì

åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó C è ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ

êîíóñà â òî÷êå B. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

êîíóñà ðàâíî 2. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êèB äî âåðøèíû êîíóñà.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 44). Ïóñòü S � âåðøèíà êîíóñà, SD �

îáðàçóþùàÿ êîíóñà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êóC,E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé SA ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ êîíóñà)ED � êàñàòåëüíàÿ

ê îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà, èíà÷å ïëîñêîñòü SED ñîäåð-

æàëà áû äâå îáðàçóþùèå, è ïðÿìàÿ AC èìåëà áû áîëåå, ÷åì

îäíó îáùóþ òî÷êó ñ êîíóñîì ) OD?ED è òî÷êà B � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è ED â ïëîñêîñòè SED.

Äàíî: SO = 6, DO = AO1 = 3, AH = 4, CF = 2.
Ïë. AO1D1 k ïë. EOD ) AD1 k DB, D1O1?AD1, D1O1 =

=

SO1

SO
DO = 1, AD1 =

p
AO2

1
�D1O

2

1
= 2

p
2,

CD

D1D
=

2

4

) DB = AD1 = 2
p
2, SD =

p
SO2 +DO2 =

p
45, SB =

=

p
SD2 +DB2 =

p
53.

Îòâåò:
p
53 .

2001 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM ,

âñå ðåáðà êîòîðîé ðàâíû 8a, íà ðåáðå SK âçÿòà òî÷êà A òàê,
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÷òî SA : AK = 1 : 3 . ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïà-

ðàëëåëüíàÿ ðåáðó SM è âûñîòå KN 4KLM . Íàéòè ïåðèìåòð

ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ýòîé ïëîñêîñòüþ.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 45). Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ðå-

áðó SM äâóãðàííîãî óãëà, ïåðåñåêàåò åãî ãðàíè ïî ïàðàëëåëüíûì

ïðÿìûì AB è CD. Ýòè ïðÿìûå îòñåêàþò íà ñòîðîíàõ ïðàâèëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ (ãðàíåé ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà) ðàâíûå îò-

ðåçêè: SA =MB, SD =MC ) AD = BC.
Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå ïèðàìèäû ïî ïðÿìîé

BC, ïðè÷åìBC k KN , òàê êàê èíà÷å ïðÿìàÿKN ïåðåñåêàëà áû

ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ, êîòîðîé KN ïàðàëëåëüíà ïî óñëîâèþ.

Ïî óñëîâèþ SA : AK = 1 : 3 è SM = MK = 8a. Äëèíû
îòðåçêîâ AB, BC, AD è DC âû÷èñëÿþòñÿ èç ïîäîáèÿ òðåóãîëü-

íèêîâ ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîäîáèÿ:
AB

SM
=

KA

KS
=

3

4

) AB = 6a,
BC

KN
=

MB

MK
=

1

4
) BC = AD =

1

4
8a

p
3

2
= a

p
3,

CD

SM
=

LC

LM
=

7

8
) CD = 7a. Îêîí÷àòåëüíî: PABCD = AB +

+CD + 2BC = (6 + 7 + 2
p
3)a = (13 + 2

p
3)a.

Îòâåò: (13 + 2
p
3)a.

Çàäà÷à �8. Íà ñòîðîíå îñòðîãî óãëà KOM âçÿòà òî÷êà L
(L ìåæäó O è K). Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè K è L è

êàñàåòñÿ ëó÷àOM â òî÷êåM . Íà äóãå LM , íå ñîäåðæàùåé òî÷êè

K, âçÿòà òî÷êà N . Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êèN äî ïðÿìûõOM , OK è

KM ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî m, k è l. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

N äî ïðÿìîé LM .
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Ð å ø å í è å (Ðèñ. 46). ÏðîâåäåìND?LM , ïóñòüND = n (n
íàäî íàéòè), A, B, C � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ïðîâåäåí-

íûõ èç òî÷êèN ê ïðÿìûìOK,OM èKM . Ïî óñëîâèþNA = k,
NB = m, NC = l.

Ïðîâåäåì îòðåçêè NK è NM ) 4NKA � 4NMD (â ýòèõ

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ\NKA = \NML êàê âïèñàííûå,

îïèðàþùèåñÿ íà äóãó NL).
Äðóãàÿ ïàðà ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ 4NKC � 4NMB

èìååò òå æå ãèïîòåíóçû NK è NM , \NKM = \NMB (âïè-

ñàííûé óãîë ðàâåí óãëó ìåæäó õîðäîéMN è êàñàòåëüíîéMB).

Èç ýòèõ äâóõ ïîäîáèé ñëåäóåò:
NA

ND
=

NK

NM
=
NC

NB
) k

n
=

l

m

) n =
mk

l
.

Îòâåò: mk=l.

2001 (ìàé)

Çàäà÷à �6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC
âûñîòà ðàâíà 4, à ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 2. Øàð, âïèñàííûé

â ïèðàìèäó, êàñàåòñÿ ãðàíåé ASC è CSB â òî÷êàõ M è N
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó îòðåçêàMN .

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 47). Ïóñòü O � öåíòð âïèñàííîãî øàðà (â

ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå òî÷êà O ëåæèò íà âûñîòå SH), M è N �

òî÷êè êàñàíèÿ øàðà ñ ãðàíÿìè ASC è CSB (ëåæàò íà àïîôåìàõ

SK è SL). Òàê êàê KM = KH = LH = LN (îòðåçêè êàñàòåëü-

íûõ ê øàðó, ïðîâåäåííûõ èç òî÷åê K è L), òî â ðàâíîáåäðåííîì

4KSL MN k KL) MN

KL
=
SN

SL
(�).
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Ïî óñëîâèþ SH = 4, BC = 2. Âû÷èñëÿÿ KL, SL è SN ,

íàõîäèì: KL =
1

2
AB = 1, LH = LN =

1

3
� 2 �

p
3

2
=

1p
3
, SL =

=

p
SH2 + LH2 =

r
16 +

1

3
=

7p
3
, SN = SL�LN =

7p
3
� 1p

3
=

=

6p
3
. Èç (�) íàõîäèìMN = KL � SN

SL
= 1 � 6 �

p
3p

3 � 7
=

6

7
.

Îòâåò: 6=7.

Çàäà÷à �8. Íà ïðÿìîé âçÿòû òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè L, M
è N (M ìåæäó L è N , LM 6= MN). Íà îòðåçêàõ LM , MN
è LN êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû ïîëóîêðóæíîñòè, ñåðåäèíû

êîòîðûõ � ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè A, B è C. Òî÷êà C ëåæèò ïî

îäíó ñòîðîíó, à òî÷êè A è B � ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé LN .

Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè òðåìÿ

ïîëóîêðóæíîñòÿìè, ê ïëîùàäè 4ABC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 48). ÏóñòüO1A = x,O2B = y)OC = x+
+ y; OO1 = y, OO2 = x) 4AO1O = 4BO2O.

Ïóñòü \AOO1 = �) \BOO2 =
�

2
� �:

Ôîðìóëà äëÿ ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé òðåìÿ ïîëóîêðóæíîñòÿ-

ìè, èìååò âèä S3 = � (x2 + xy + y2) (�), \AOB = � � � � (
�

2
�

� �) =
�

2
) SAOB =

1

2
AO �OB =

1

2
(x2 + y2), SAOC =

1

2
OC �

� O1O =
1

2
(x + y) y =

1

2
(xy + y2), SBOC =

1

2
OC � O2O =
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=

1

2
(x + y)x =

1

2
(x2 + xy), SABC = SAOB + SAOC + SBOC =

= x2 + xy + y2 (��). Èç (�) è (��) ïîëó÷àåì S3 : SABC = �:

Îòâåò: �.

2001 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â ïèðàìèäå SABC äàíî: AB = 7, BC = 8,
CA = 9. Âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé, ïðîâåäåííûå èç âåðøèíû S,

ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê ñôåðå, âïèñàííîé â ïèðàìèäó. Ðàäèóñ

ýòîé ñôåðû ðàâåí

p
5

2
. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 49). Ïóñòü E, G è H � òî÷êè êàñàíèÿ

ñôåðû ñ ãðàíÿìèBSC,ASC è îñíîâàíèåìABC ñîîòâåòñòâåííî.

Ïëîñêîñòü EOH ïåðïåíäèêóëÿðíà ïë. BSC è ïë. ABC ) ïë.

EOH ïåðåñåêàåò ýòè ïëîñêîñòè ïî ïðÿìûìDE èDH, ïåðïåíäè-

êóëÿðíûì ê ðåáðó BC. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ ïðÿìûìè FG,

FH è ðåáðîì AC. Ïî óñëîâèþ ïðÿìûå DE è FG ñîäåðæàò

âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû, ò.å. ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó S

) 4SHD = 4SHF (îáùèé êàòåò SH è ðàâíûå óãëû ïðè òî÷êå

S â ðàâíûõ 4SEO è 4SGO) ) HD = HF . Àíàëîãè÷íûé

òðåóãîëüíèê ñâÿçàí ñ ãðàíüþ ASB.

Èòàê, H � òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò ñòîðîí 4ABC � öåíòð

âïèñàííîé â 4ABC îêðóæíîñòè.

Â 4ABC ïî óñëîâèþ AB = 7, BC = 8, CA = 9, OH =

p
5

2

) p =
1

2
(7 + 8 + 9), S =

p
12 � 5 � 4 � 3 = 12

p
5, S = pr, ãäå r =

= HD ) r =
p
5. Ïóñòü \SDH = � ) OH : HD = tg

�

2
=

1

2
)

SH : HD = tg� =
4

3
, SH = r tg� =

4
p
5

3
, V =

1

3
� 12

p
5 � 4

p
5

3
=

=

80

3
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïóñòü â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ

SOE è SDH OE = OH = R, HD = r, SO = x, SE =

=

p
x2 �R2; SH = x + R,

p
x2 �R2

R
=

x+R

r
) x = R

r
2 +R

2

r
2 �R2

è ò. ä.

Îòâåò: 80=3.
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Çàäà÷à �8. Â òðåóãîëüíèêå ABC \BAC =
�

4
. Ïðÿìàÿ,

ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíåAC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíûAB èBC ñîîòâåò-

ñòâåííî â òî÷êàõM èN . Íà îòðåçêàõAN èCM êàê íà äèàìåòðàõ

ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè. Èõ îáùàÿ õîðäà ïåðåñåêàåò îòðåçîêMN

â òî÷êå D, MD : DN =
p
3 : 1. Íàéòè \BCA.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 50). Ïðîäîëæèì ïðÿìóþ MN (MN k AC
ïî óñëîâèþ) äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè)ôèãóðàAEFC �

ïðÿìîóãîëüíèê (\AEN è

\MFC îïèðàþòñÿ íà äèàìåò-

ðû).

Ïóñòü \BAC = �, \BCA =
= �, EA = FC = a) \EMA =
= �,\FNC = �,EN èPQ�ïå-

ðåñåêàþùèåñÿ õîðäû â îäíîé îê-

ðóæíîñòè,MF è PQ � â äðóãîé

îêðóæíîñòè) ED �DN = PD �
� DQ, MD � DF = PD � DQ )
ED �DN =MD �DF (�), ED =
= EM +MD = a � ctg� +MD,

DF = FN+DN = a�ctg�+DN .

Ïîäñòàâëÿÿ ED èDF â (�), íàõîäèì a �ctg� �DN = a �ctg� �
�MD ) MD

DN
=

ctg�

ctg�
(��). Ïî óñëîâèþ MD

DN
=
p
3, � =

�

4
. Èç

(��)) ctg� = 1=
p
3 ) � = �=3.

Ç à ì å ÷ à í è å . Èç (��) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò

÷åðåç âåðøèíó B. Äîêàæèòå ýòî.

Îòâåò: �=3.

2002 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Êîíóñ âëîæåí â äâóãðàííûé óãîë òàê, ÷òî êàæ-
äîé ãðàíè äâóãðàííîãî óãëà ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíà îáðàçóþ-

ùàÿ êîíóñà. Äâóãðàííûé óãîë ðàâåí �, à óãîë â îñåâîì ñå÷åíèè

êîíóñà ïðè åãî âåðøèíå ðàâåí �=2. Íàéòè óãîë ìåæäó îñüþ êîíóñà

è ðåáðîì äâóãðàííîãî óãëà.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 51). Èç òî÷êèA íà îñè êîíóñà ïðîâåäåì ïåð-

ïåíäèêóëÿðûAM èAN ê ãðàíÿì äâóãðàííîãî óãëà �. Ïëîñêîñòü
MAN ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ãðàíÿì äâóãðàííîãî óãëà è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïåðïåíäèêóëÿðíà ê åãî ðåáðóOB (B � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïëîñêîñòèMAN ñ ðåáðîì äâóãðàííîãî óãëà).
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Ïóñòü OA = a, à èñêîìûé óãîë AOB ðàâåí

'. Â 4AON AN?ON , \AON = �=4 (óãîë

ìåæäó îñüþ êîíóñà è åãî îáðàçóþùåé ON) )
AN = a sin (�=4) (�).

Â 4AOB AB?OB ) AB = a sin' (��).
Â 4ABN AN?BN , \ABN = �=2 )

AB =
AN

sin (�=2)
) â ñèëó (�) AB =

=

a sin (�=4)

sin (�=2)
(3�).

Èç (��) è (3�) ïîëó÷àåì sin' =
sin (�=4)

sin (�=2)
=

=

1

2 cos (�=4)
) ' = arcsin

�
1

2 cos (�=4)

�
.

Îòâåò: arcsin

�
1

2 cos (�=4)

�
.

Çàäà÷à�8. Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî4ABC (\C � ïðÿìîé)

âçÿòà òî÷êà O òàê, ÷òî OA = OB = b. Â 4ABC CD � âûñîòà,

òî÷êà E � ñåðåäèíà îòðåçêà OC, DE = a. Íàéòè CE.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 52). Ïðîâåäåì OH ? AB è ñîåäèíèì C è

H. Òàê êàê OA = OB, òî

H � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçûAB)
CH = HB = HA.

Â 4DEH DE = HE = a
(òàê êàê CE = EO, òî E ïðîåê-

òèðóåòñÿ â ñåðåäèíó DH).

Ïóñòü CE = x, OB = b ïî
óñëîâèþ.

Â 4CHO HE = a (ìåäèà-

íà) ) 4a2 = 2(CH2 + OH2) �
�4x2 (�) (ïî ôîðìóëå äëÿ ìåäè-
àíû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè äîñòðîèòü 4CHO äî

ïàðàëëåëîãðàììà).

Òàê êàê CH = HB, òî CH2 + OH2 = HB2 + OH2 = b2 (â
4OHB) (��).

Èç (�) è (��) èìååì: 4a2 = 2b2 � 4x2 ) x = CE =

=

p
(b2=2)� a2.

Îòâåò:
p

(b2=2)� a2.
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2002 (ìàé)

Çàäà÷à�6.Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíóB4ABC,
êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â åå ñåðåäèíå D è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB
è BC â òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî, AB : BC = 3 : 2. Íàéòè
îòíîøåíèå ïëîùàäè 4AMD ê ïëîùàäè 4DNC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 53). Ïî óñëî-

âèþ AB : BC = 3 : 2. Ïóñòü AB =
= 3a, BC = 2a, AD = DC = b,
AM = x, NC = y, \BAD = �,
\BCD = �. Òîãäà: 3a�x = b2 = 2a�y
(ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ ñåêóùåé ðàâ-

íî êâàäðàòó êàñàòåëüíîé) ) x

y
=

2

3
,

SAMD

SDNC
=

(1=2)x � b � sin�
(1=2) y � b � sin� =

x � sin�
y � sin� , à

sin�

sin�
=

2a

3a
=

2

3
. Èòàê,

SAMD

SDNC
=

2

3
�

� 2
3
=

4

9
.

Îòâåò: 4=9.

Çàäà÷à �8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ðåáðî SC ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî ê ãðàíè ABC, \ACB � ïðÿìîé, AC = 1, BC =
= 2, SC = 4

p
5=5. Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòåé SCA, SCB è

ABC, ïðè÷åì ïëîñêîñòè ABC îíà êàñàåòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà

îòðåçêå AB. Íàéòè:
1) ðàäèóñ ñôåðû;

2) ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ñôåðà è ãðàíü

ASB.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 54). 1. ÏóñòüO� öåíòð ñôåðû, êàñàþùåéñÿ

óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé, D � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ

ABC, R � ðàäèóñ ñôåðû. Ïî óñëîâèþ AC = 1, CB = 2, SC =
= 4

p
5=5 (ëåâûé ðèñóíîê).

Òîãäà OD ? ïë. ABC, OD k SC, OD � â áèññåêòðàëüíîé

ïëîñêîñòè äâóãðàííîãî óãëà ñ ðåáðîì SC ) CD � áèññåêòðèñà

\ACB è ðàäèóñ ñôåðûR ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êèD äî ñòîðîí

AC è CB â 4ABC (ñðåäíèé ðèñóíîê). Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ íàõîäèì
2�R

R
=

R

1�R ) R = 2=3.
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2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ r � ðàäèóñà îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé

ñôåðà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíüþ ASB, ïðîâåäåì OK? ïë. ASB è

íàïîìíèì, ÷òî OD? ïë. ABC è OD = R (ïðàâûé ðèñóíîê).

Ïåðïåíäèêóëÿðû OK è OD çàäàþò ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-

êóëÿðíóþ ê ïëîñêîñòÿì ASB è ABC è ïåðåñåêàþùóþ èõ ïî

ïðÿìûì KD?AB è ED?AB ) AB � êàñàòåëüíàÿ ê èñêîìîé

îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ñôåðà è ãðàíü ASB, à
KD = r � åå ðàäèóñ, r = R � sin\KOD = R � sin\KDE = R �
� sin\SHC (\KOD = \KDE êàê óãëû ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè

ñòîðîíàìè, CH � âûñîòà â 4ABC).
Äàëåå: â4ABC íàõîäèìCH = 2

p
5=5, SH = 2, sin\SHC =

= SC=SH = 2
p
5=5, r = R � sin\SHC = (2=3) � (2

p
5=5) =

= 4
p
5=15.

Îòâåò: 2=3, 4
p
5=15.

2002 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â ïèðàìèäå SBCD êàæäîå ðåáðî ðàâíî 3. Íà

ðåáðå SB âçÿòà òî÷êà A òàê, ÷òî SA : AB = 1 : 2. Íàéòè ðàäèóñ
ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû SACD.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 55). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàñïîëîæèì ïèðà-

ìèäó SBCD òàê, ÷òîáû ãðàíü SCD (ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê)

ñòàëà îñíîâàíèåì ïèðàìèäû SACD.

Òî÷êè, ðàâíîóäàëåííûå îò S;C è D, ëåæàò íà ïðÿìîé BH,

ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïë. SCD è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð H
4SCD. Òî÷êà O íà ïðÿìîé BH, ðàâíîóäàëåííàÿ îò òî÷åê A
è S, è åñòü öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû SACD.



112 Ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ [ ×àñòü 2

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè O íàäî ïðî-

âåñòè ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê

îòðåçêó AS, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç åãî

ñåðåäèíó E è ïåðåñåêàþùóþ ïðÿìóþ

BH â íåêîòîðîé òî÷êåO. Îòðåçîê SO

åñòü ðàäèóñ èñêîìîé ñôåðû. Îáîçíà-

÷èì åãî R.

Ïóñòü êàæäîå ðåáðî ïèðàìèäû

SBCD ðàâíî a (ïî óñëîâèþ a = 3),

SA : AB = 1 : 2.

Â 4BHS èìååì SH =
a

p
3

3
, BH =

a

p
6

3
, â 4BEO íàõî-

äèì BE =
5

6
a, ES =

a

6
. Îòðåçîê EO íàõîäèòñÿ èç ïîäîáèÿ

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ BHS è BEO: EO = SH
BE

BH
=

= a

p
3

3
� 5 � 3
6 �
p
6
=

5
p
2

12
a.

Íàêîíåö,R = SO =
p
EO2 +ES2 = a

r
25 � 2
12 � 12 +

1

36
=

a

12
3
p
6

=
3
p
6

4
, òàê êàê ïî óñëîâèþ a = 3.

Îòâåò:
3
p
6

4
.

Çàäà÷à�8. Â òðåóãîëüíèêåKLM îòíîøåíèå ðàäèóñîâ îïè-

ñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé ðàâíî 3. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

êàñàåòñÿ ñòîðîí 4KLM â òî÷êàõ A, B è C. Íàéòè îòíîøåíèå

ïëîùàäè 4KLM ê ïëîùàäè 4ABC.
Ð å ø å í è å (Ðèñ. 56). Ïóñòü óãëû 4KLM ñóòü �, �, 
. Ðà-

äèóñû, ïðîâåäåííûå èç öåíòðà O âïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êè

êàñàíèÿ, ðàçáèâàþò4KLM íà òðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ

óãëû ïðè òî÷êå O ñóòü � � �, � � � è � � 
.
Ïóñòü s � ïëîùàäü 4ABC, à â 4KLM : S � ïëîùàäü, r �

ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, R � ðàäèóñ oïèñàííîé îêðóæíîñ-

òè, LM = a,MK = b, KL = c.

Òîãäà s =
1

2
r2 (sin�+ sin� + sin
) (�).
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Â4KLM a = 2R sin�, b = 2R sin�, c = 2R sin
, S =
1

2
(a+

+b+c) �r =
r

2
�2R (sin�+sin�+sin
) (��). Èç (�) è (��) íàõîäèì

S

s
= 2

R

r
= 6, òàê êàê ïî óñëîâèþ R=r = 3.

Îòâåò: 6.

2003 (ìàðò)

Çàäà÷à�6.Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 6
p
6, ïåðèìåòð åãî

ðàâåí 18, ðàññòîÿíèå îò öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè äî îäíîé

èç âåðøèí ðàâíî 2
p
42=3. Íàéòè íàèìåíüøóþ ñòîðîíó òðåóãîëü-

íèêà.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 57). Ïî óñëîâèþ â 4ABC äàíî: S = 6
p
6,

P = 18, OB = 2
p
42=3. Ïóñòü x, y, z � îòðåçêè ñòîðîí äî òî÷åê

êàñàíèÿ, \ABC = �. Ïî ôîðìóëå S = p � r (p � ïîëóïåðèìåòð)

íàõîäèì r = OD = S=p = 2
p
6=3. Òåïåðü â 4OBD èçâåñòíû

z = BD = 4, sin
�

2
=
OD

OB
=

1p
7
) sin� =

2
p
6

7
.

Çàïèñûâàÿ ôîðìóëó ïëîùàäè4ABC 1

2
(x+z)�(y+z)�sin� =

= 6
p
6 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = 4, x+y = p�z = 5, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

äëÿ îïðåäåëåíèÿ x è y, îòêóäà x = 2, y = 3 èëè x = 3, y = 2.
Èòàê, ñòîðîíû 4ABC ñóòü 5, 6, 7, äëèíà íàèìåíüøåé ñòîðîíû

ðàâíà 5.

Îòâåò: 5.
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Çàäà÷à �8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå

ABCA1B1C1 (AA1 k BB1 k CC1), îáúåì êîòîðîé ðàâåí 4,

ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ AC1B. Â ïèðàìèäó C1AA1B1B

âïèñàí øàð. Íàéòè:

1) ïëîùàäü ñå÷åíèÿ AC1B;

2) ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî äàííîé ïðèçìû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 58). Ïî óñëîâèþ îáú-

åì V ïðèçìû ðàâåí 4. Ïóñòü A1C1 = a,

\D1C1D = �.

Öåíòð øàðà, âïèñàííîãî â ïèðàìè-

äó C1AA1B1B, ëåæèò â áèññåêòðàëüíîé

ïëîñêîñòè D1C1CD äâóãðàííîãî óãëà ñ

ðåáðîì C1C. Ýòà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà ê ïëîñêîñòÿì AC1B, A1B1C1 è

AA1B1B. Ïîýòîìó ñå÷åíèå øàðà ïëîñ-

êîñòüþ D1C1CD � êðóã, âïèñàííûé â

4C1D1D)OC1 � áèññåêòðèñà\D1C1D,

ïðîåêöèÿ øàðà íà îñíîâàíèå A1B1C1 �

êðóã, âïèñàííûé â 4A1B1C1 ) òî÷êà K � öåíòð ïðàâèëüíîãî

4A1B1C1.

Âûðàçèì èçâåñòíûé îáúåì ïðèçìû ÷åðåç ðåáðî a è òàêèì

îáðàçîì íàéäåì a.

ÏóñòüK;L èM � òî÷êè êàñàíèÿ) tg
�

2
=

OK

KC1

=
KD1

KC1

=
1

2

) tg� =
2 � 1

2

1� 1

4

=
4

3
) D1D (âûñîòà ïðèçìû) = C1D1 � tg� =

=

a

p
3

2
� 4
3
= a

2
p
3

3
) V = SABC �DD1 =

1

2
a2

p
3

2
� a 2

p
3

3
= 4 (ïî

óñëîâèþ)) a3 = 8) a = 2.

Äàëåå: èñêîìàÿ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ SAC1B =
1

2
AB �C1D. Öåíòð

ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïðèçìû, íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà

K1K, ñîåäèíÿþùåãî öåíòðû îñíîâàíèé ïðèçìû, ïîýòîìó ðàäèóñ

ýòîé ñôåðû R =
p

(K1K=2)2 +CK2

1
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ AB = a = 2, C1D =

=

p
(C1C)2 +CD2, C1C = K1K = D1D = a

2
p
3

3
=

4
p
3

3
, CD =
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= a

p
3

2
=
p
3, CK1 = a

p
3

3
=

2
p
3

3
, íàõîäèì SAC1B =

5
p
3

3
,

R =
2
p
6

3
.

Îòâåò: 5
p
3=3, 2

p
6=3.

2003 (ìàé)

Çàäà÷à�6.Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó óãëàABC

è îòñåêàåò íà åãî ñòîðîíàõ ðàâíûå îòðåçêè BA è BC, \ABC =
= �. Äðóãàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îòðåçêîâBA èBC â òî÷êàõM

èN ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè. Íàéòè

MN : AC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 59). Â 4ABC ïî óñëîâèþ AB = BC,

BM = BN êàê îòðåçêè êàñàòåëüíûõ)MN k AC.
Öåíòðû îáåèõ îêðóæíîñòåé � íà áèññåêòðèñå \ABC (ìåíü-

øàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà, à öåíòð áîëüøåé îäèíàêî-

âî óäàëåí îò ðàâíûõ õîðä) ) BD � äèàìåòð (òî÷êà D êàñàíèÿ

îêðóæíîñòåé � íà ëèíèè öåíòðîâ).

Ïðîâåäåì OM , AD è MD, òîãäà OM ? BA è AD ? BA

(\BAD îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð) ) OM k AD, \OMD =

= \ODM = \MDA ) MD � áèññåêòðèñà \ADB ) MA

BM
=

=

AD

BD
(�) ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû â 4ADB.
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Èòàê,
MN

AC
=
BM

BA
=

BM

BM +MA
=

1

1 + (MA=BM)
= (ñì. (�))

=
1

1 + (AD=BD)
=

1

1 + sin (�=2)
.

Îòâåò: 1=(1 + sin (�=2)).

Çàäà÷à �8. Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ABC

ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC â òî÷êå C, à òàêæå

êàñàåòñÿ áîêîâîãî ðåáðà SA â òî÷êåM , SM :MA = 1 : 2, AB =
= a. Íàéòè ðàäèóñ ñôåðû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 60). Ïóñòü M � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû ñ

ðåáðîì SA, SM : MA = 1 : 2. Åñëè O � öåíòð ñôåðû, òî

OC ? ïë. ABC, OM ? SA, AM = AC = a (ðàâíûå îòðåçêè

êàñàòåëüíûõ ê ñôåðå) ) SM = a=2, SA = 3a=2.

Èòàê, ïèðàìèäà îïðåäåëåíà, åå âûñîòà h = SH = a

r
9

4
� 1

3
=

= a
p
69=6 (èç 4SAH). Èñêîìûé ðàäèóñ r = OC = OM , ïóñòü

OD k CH ) OD = CH = a
p
3=3, SD = h� r.

Âûðàæàÿ îáùóþ ãèïîòåíóçó SO â 4SMO è 4SDO, èìååì
SM2 +MO2 = SD2 +DO2 ) a

2

4
+ r2 = (h� r)2 +

a
2

3
, ãäå h =

= a
p
69=6) r = 2a

r
3

23
.

Îòâåò: 2a

r
3

23
.

2003 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â4KLM ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí

R, \K = �, òî÷êà O � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò

òðåóãîëüíèê. Ïðÿìàÿ KO ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ

îêîëî 4KLM , â òî÷êå N . Íàéòè ON .

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 61). Èç îáîçíà÷åíèé óãëîâ âèäíî, ÷òî

\NLO = \NOL (LO è KN � áèññåêòðèñû, \NLM = \NKM
êàê âïèñàííûå, \LON � âíåøíèé óãîë 4LOK) ) (â 4LKN)

) ON = LN = 2R � sin (�=2).

Îòâåò: 2R sin (�=2).
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Çàäà÷à �8. Â ïèðàìèäå SLMN äàíû ðåáðà: LM = 5,

MN = 9, NL = 10. Ñôåðà ðàäèóñà
5

4
p
14

êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè

îñíîâàíèÿ LMN è áîêîâûõ ðåáåð ïèðàìèäû. Òî÷êè êàñàíèÿ äå-

ëÿò ýòè ðåáðà â ðàâíûõ îòíîøåíèÿõ, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû S. Íàéòè
îáúåì ïèðàìèäû.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 62). Ïóñòü O � öåíòð ñôåðû, E è G �

äâå òî÷êè êàñàíèÿ ñ áîêîâûìè ðåáðàìè, SE = SG (îòðåçêè

êàñàòåëüíûõ). Òàê êàê ïî óñëîâèþ SE : EL = SG : GN , òî

EL = GN ) SL = SN . Àíàëîãè÷íî SL = SM .

Åñëè SH � âûñîòà, òî 4SLH = 4SMH = 4SNH (ïî

ãèïîòåíóçå è îáùåìó êàòåòó)) H � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàí-

íîé îêîëî 4LMN , à SH � ïðÿìàÿ, òî÷êè êîòîðîé îäèíàêîâî

óäàëåíû îò áîêîâûõ ðåáåð ) O � öåíòð ñôåðû, êàñàþùåéñÿ

áîêîâûõ ðåáåð è ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, ëåæèò íà âûñîòå SH è

ON � áèññåêòðèñà \SNH.

Ïî óñëîâèþ LM = 5, MN = 9, NL = 10, OH = r =
5

4
p
14

;

ïîëîæèì \SNH = � ) pLMN =
1

2
(5 + 9 + 10) = 12, SLMN =

=

p
12 � 7 � 3 � 2 = 6

p
14, R = NH =

5 � 9 � 10
4 � 6

p
14
, OH : NH = tg

�

2
=

=

1

15
) SH : NH = tg� =

15

112
, SH = R � tg� =

5 � 225
4 � 112 �

p
14
,

V =
1

3
� 6
p
14 � 5 � 225

4 � 112
p
14

=
1125

224
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïóñòü OG = OH = r, NH = R,

SO = x ) 4SOG � 4SNH, SG =
p
x2 � r2, SH = x + r,
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x2 � r2
r

=
x+ r

R
) x = r

R
2 + r

2

R
2 � r2 =

5 � 113
4 � 112 �

p
14

, SH = x+ r =

=

5 � 225
4 � 112 �

p
14

è ò. ä.

Îòâåò: 1125=224.

2004 (ìàðò)

Çàäà÷à �6. Â 4ABC äàíû ñòîðîíû AB = 5, BC = 6,
AC = 7. Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì
îáðàçîì â òî÷êàõ A, B è C. Íàéòè ðàäèóñ íàèáîëüøåé îêðóæíîñ-
òè.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 63, ëåâûé). Ðàññìîòðèì4O1O2O3, îáðàçî-

âàííûé öåíòðàìè òðåõ êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Òî÷êè êàñàíèÿ

A, B, è C íàõîäÿòñÿ íà ëèíèÿõ öåíòðîâ ýòèõ îêðóæíîñòåé, òî

åñòü íà ñòîðîíàõ 4O1O2O3.

Â 4O1O2O3, ãäå O1A = O1B, O2B = O2C, O3C = O3A (�)
ïîëîæåíèå òî÷åê A, B è C îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñòîðî-

íû 4O1O2O3 (äîñòàòî÷íî ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé è ñòîðîí 4O1O2O3).

Âìåñòå ñ òåì, óñëîâèÿì (�) óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè êàñàíèÿ

îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â 4O1O2O3 ) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

O, âïèñàííàÿ â4O1O2O3, ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ äëÿ

4ABC. Ýòà îêðóæíîñòü èìååò ñî ñòîðîíàìèO1O2,O2O3 èO1O3

ïî åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå ) åå ðàäèóñû AO, BO è CO,
ïðîâåäåííûå â òî÷êè êàñàíèÿ A, B è C ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ýòèì

ñòîðîíàì è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê èñõîäíûì

îêðóæíîñòÿì.
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Ïóñòü AB = 5, BC = 6, AC = 7, AO = BO = CO =
= R, CO3 = x. Íàèáîëüøàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç êîíöû

íàèáîëüøåé ñòîðîíû AC. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, \AOC >
> \AOB, â 4OAO3 è 4OAO1 êàòåò AO � îáùèé ) âòîðîé

êàòåò AO3 áîëüøå êàòåòà AO1.

Äàëåå: SABC =
p
9 � 4 � 3 � 2 = 6

p
6,R = AO =

5 � 6 � 7
4 � 6

p
6
=

35

4
p
6
,

OD =

s�
35

4
p
6

�
2

�
�
7

2

�
2

=
7

4
p
6
, x = AO3 = AO � AD

OD
=

35

4
p
6
�

� 7
2
� 4
p
6

7
=

35

2
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. (Ðèñ. 64, ïðàâûé). Äîñòàòî÷íî çàìå-

òèòü, ÷òî òî÷êè A, B è C ëåæàò íà ñòîðîíàõ 4O1O2O3. Ïóñòü â

4O1O2O3 \O1 = �,\O2 = �,\O3 = 
. Òîãäà â ðàâíîáåäðåííûõ

òðåóãîëüíèêàõ \ABO1 =
�

2
� �

2
, \CBO2 =

�

2
� �

2
) \ABC =

= �� 2 � �
2
+
�

2
+
�

2
=
�+ �

2
(��). Â4ABC ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

cos\ABC =
1

5
.

Â 4O3CA \O3 = 
 = � � (� + �) (èç 4O1O2O3), x =

= AO3 =
AC=2

sin (
=2)
=

7

2 � sin
�
�

2
� �+ �

2

� = (â ñèëó (��)) =

=

7

2 � cos\ABC =
7 � 5
2

=
35

2
.

Îòâåò: 35=2.

Çàäà÷à �8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå

ABCA1B1C1 (AA1 k BB1 k CC1) AA1 : AB = 4 : 3. Íà áîêîâûõ
ðåáðàõ AA1, BB1 è CC1 âçÿòû òî÷êèK, L, èM ñîîòâåòñòâåííî,

òàê ÷òî AK : KA1 = 3 : 1, BL = LB1, CM :MC1 = 1 : 3. Íàéòè
äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè KLM è ABC.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 64). Ïî óñëîâèþ AA1 : AB = 4 : 3,
AK : KA1 = 3 : 1, BL = LB1, CM : MC1 = 1 : 3 (�) è íàäî

íàéòè äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè KLM è ABC.
Ïðîâîäÿ â ïëîñêîñòÿõAA1C1C èCC1B1B ïðÿìûåKM èLM

äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè AC è BC ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

4PCQ, â êîòîðîì \PCQ =
�

3
. Ïîëàãàÿ AA1 = 4a (ïðè ýòîì

MC = a) è ó÷èòûâàÿ äàííûå (�), èç äâóõ ïàð ïîäîáíûõ ïðÿìî-
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óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ íàõîäèì
QC

MC
=

=

QC +CA

KA
)QC =

3a

2
, à òàêæå

PC

MC
=

=

PC +CB

LB
) PC = 3a.

Èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë èçìåðÿåò-

ñÿ â ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé îòðåçêîì

MC è âûñîòîé x, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè

C â 4PCQ, ãäå ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

PQ =
3
p
3

2
a. Âûñîòó x íàõîäèì, çàïè-

ñûâàÿ äâàæäû ïëîùàäü 4PCQ: 1

2
PC � CQ �

p
3

2
=

1

2
x � PQ )

äâóãðàííûé óãîë ñ ðåáðîì PQ ðàâåí arctg
MC

x
= arctg

2

3
.

Â êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ äàííîé çàäà÷è (è àíàëîãè÷íî â äðóãèõ

âàðèàíòàõ) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â 4PCQ QC

PC
=

1

2
è \PCQ =

=

�

3
) \CQP =

�

2
) ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ

MQ ? PQ ) \MQC � ëèíåéíûé óãîë èñêîìîãî äâóãðàííîãî

óãëà è tg\MQC =
MC

QC
=
a � 2
3a

=
2

3
) \MQC = arctg

2

3
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïóñòü èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë

ðàâåí ', òîãäà S4KLM �cos' = S4ABC (ïëîùàäü ïðîåêöèè ðàâíà

ïðîèçâåäåíèþ ïëîùàäè ïðîåêòèðóåìîãî òðåóãîëüíèêà íà êîñèíóñ

äâóãðàííîãî óãëà ìåæäó òðåóãîëüíèêîì è åãî ïðîåêöèåé).

Îòâåò: arctg (2=3).

2004 (èþëü)

Çàäà÷à �6. Â òðàïåöèè BCDE (CD k BE) BC ? BE,
CD = 10, BE = 14, LN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (òî÷êà L íà ñòîðîíå

BC). Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê

ñòîðîíå DE, ïåðåñåêàåò îòðåçîê LN â òî÷êå M , LM : MN =
= 2 : 1. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè BCDE.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 65). Ïî óñëîâèþ BC ? BE, CD = 10,
BE = 14, BA ? DE, LN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, LM :MN = 2 : 1)
LM = 8,MN = 4.

Ïðîâåäåì DH ? BE è èñïîëüçóåì äâå ïàðû ïîäîáíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ.
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Âî-ïåðâûõ: 4MAN � 4BAE,
NE =

1

2
DE, MN : BE = 2 : 7

) AN =
2

7
AE, AN + NE = AE

) 2

7
AE +

1

2
DE = AE ) AE =

=

7

10
DE (�).

Âî-âòîðûõ: 4DHE � 4BAE,

HE = BE �BH = 14� 10 = 4 ) AE

14
=

4

DE
(��).

Èç (�) è (��) èñêëþ÷àåì AE è íàõîäèì DE =
p
80.

Íàêîíåö, DH =
p
DE2 �HE2 = 8, SBCDE =

1

2
(10 + 14) �

� 8 = 96.

Îòâåò: 96.

Çàäà÷à �8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN ñ

âåðøèíîé S ïðîâåäåíà ìåäèàíà MP â 4SMN è äàíû LM =
= 2, SL = 6. ×åðåç ñåðåäèíó K ðåáðà SM ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ

KE, ïàðàëëåëüíàÿ ðåáðó LN . ×åðåç òî÷êó L ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ,

ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìûåMP èKE â òî÷êàõA èB ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéòè äëèíó îòðåçêà AB.

Ð å ø å í è å (Ðèñ. 66). Èñêîìîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó L, è ïåðåñåêàþùåé ïðÿìûå

MP è KE, ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ ïåðåñå-

÷åíèÿ ïëîñêîñòåé LMP è LKE. Ïî

óñëîâèþ LN k KE, ïîýòîìó ïðÿìàÿ
LN òàêæå ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè

LKE.

Ïëîñêîñòü LNKE ïåðåñåêàåò ïè-

ðàìèäó SLMN ïî 4NKL, â êîòî-

ðîì NK � ìåäèàíà 4SMN (òî÷êà

K � ñåðåäèíà ðåáðà SM). Ïëîñêîñòü

LMP ïåðåñåêàåò ãðàíüSMN ïî äðó-

ãîé ìåäèàíå MP . Ïóñòü A � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí 4SMN (A ïðèíàäëåæèò è òðåòüåé ìåäè-

àíå � àïîôåìå SF ) ) LA � èñêîìàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ

ïðÿìóþ KE â òî÷êå B.
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Äàëåå: 4KAB � 4NAL, KA
AN

=
1

2
(ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû

NK)) AB

LA
=

1

2
) AB =

1

2
LA (�).

Ïî óñëîâèþ LM = 2, SL = 6, òîãäà LA íàõîäèì â èçâåñòíîì

4SFL: AF =
1

3
SF =

1

3

p
SN2 � FN2 =

1

3

p
35 (SF � ìåäèàíà

4SMN), LF = 2 �
p
3

2
, cos\SFL =

1p
3 �
p
35

(ïî òåîðåìå êîñè-

íóñîâ â 4SFL) ) LA =
2
p
14

3
(ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ â 4AFL)

) AB =
p
14=3 (èç (�)).

Îòâåò:
p
14=3.
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ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× C ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ

Â ×àñòè 3 çíàê , îçíà÷àåò ðàâíîñèëüíîñòü ñîåäèíåííûõ èì

çàäà÷ (óðàâíåíèé, ñèñòåì è äð.), òî åñòü ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ èõ

ðåøåíèé.

Â ×àñòè 3, â îòëè÷èå îò ×àñòè 2, çíàê) óïîòðåáëÿåòñÿ òîëüêî

â îáû÷íîì ñìûñëå ïåðåõîäà ê çàäà÷å-ñëåäñòâèþ, ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé êîòîðîé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðåäûäóùåé

çàäà÷è, íî ìîæåò ñîäåðæàòü è äðóãèå ðåøåíèÿ.

1993 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Äëÿ ëþáîãî a ðåøèòü óðàâíåíèå 2jxj+ jx�1j =
= a.

Ð å ø å í è å ñ è ñ ï î ë ü ç î â à í è å ì ã ð à ô è ê î â (Ðèñ.

67). Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy ëîìàíóþ �

ãðàôèê ëåâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ:

y = 2jxj+ jx� 1j =
(

1� 3x; åñëè x < 0;
x+ 1; åñëè 0 6 x 6 1;
3x� 1; åñëè x > 1;

à òàêæå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ y = a.
Êîðíè óðàâíåíèÿ ñóòü àáñöèññû òî-

÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëîìàíîé è ïðÿìîé y =
= a.

Åñëè a < 1, òî ðåøåíèé íåò;
åñëè a = 1, òî ðåøåíèå x = 0;
åñëè 1 < a 6 2, òî ïðÿìàÿ y = a

ïåðåñåêàåò îòðåçêè ïðÿìûõ y = 1 � 3x
è y = x + 1, ÷òî äàåò êîðíè x1 = (1 �
� a)=3 è x2 = a� 1;

åñëè a > 2, òî ïðÿìàÿ y = a ïåðåñå-

êàåò îòðåçêè ïðÿìûõ y = 1 � 3x è y =
= 3x � 1, ÷òî äàåò êîðíè x1 = (1 � a)=3
è x2 = (a+ 1)=3.
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À í à ë è ò è ÷ å ñ ê î å ð å ø å í è å. Ïîëó÷èì àáñöèññû òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ ëîìàíîé ñ ïðÿìûìè y = a è íàéäåì, ïðè

êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ýòè êîðíè ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêàì x, ñîîò-

âåòñòâóþùèì ýòèì ÷àñòÿì ëîìàíîé.

Åñëè x < 0 (�), òî 1 � 3x = a , x = (1 � a)=3. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî çíà÷åíèå x â óñëîâèå (�), íàõîäèì, ÷òî x = (1�a)=3 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ïðè a > 1.

Äàëåå àíàëîãè÷íî:

åñëè 0 6 x 6 1, òî x + 1 = a , x = a � 1, îòêóäà 0 6 a � 1 6 1
, 1 6 a 6 2;
åñëè x > 1, òî 3x� 1 = a , x = (a+ 1)=3, îòêóäà (a+ 1)=3 > 1
, a > 2.

Äëÿ êàæäîãî âèäà êîðíÿ ïîëó÷åíû îáëàñòè çíà÷åíèé a, äëÿ

êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ýòîò êîðåíü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íàäî

ïðîâåñòè îáðàòíóþ ñîðòèðîâêó: â êàæäîì èç òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ

ïðîìåæóòêîâ a < 1, 1 6 a 6 2, a > 2 óêàçàòü ñóùåñòâóþùèå òàì
êîðíè.

Îòâåò:

2
64

Åñëè a < 1, òî ðåøåíèé íåò;
åñëè a = 1, òî x = 0;
åñëè 1 < a 6 2, òî x1 = (1� a)=3; x2 = a� 1;
åñëè a > 2, òî x1 = (1� a)=3; x2 = (a+ 1)=3.

1993 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Óðàâíåíèå ax2 + bx + 2 = 0, ãäå a < 0, èìååò
îäíèì èç ñâîèõ êîðíåé ÷èñëî x = 3. Íàéòè äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
óðàâíåíèÿ ax4 + bx2 + 2 = 0.

Ð å ø å í è å. Ïåðåéäåì îò áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ê êâàä-

ðàòíîìó:

ax4 + bx2 + 2 = 0 (�), ay2 + by+ 2 = 0 (��), ãäå y = x2 > 0.
Â óðàâíåíèè (��) ïî óñëîâèþ 2=a < 0, îòêóäà ïî òåîðåìå Âèåòà

y1y2 = 2=a < 0 òî åñòü y1 è y2 ðàçíûõ çíàêîâ. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
y1 = 3 > 0, òî y2 < 0 (çíàê êîýôôèöèåíòà b ðîëè íå èãðàåò).

Óðàâíåíèå x2 = y2, ãäå y2 < 0 äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íå

èìååò. Äåéñòâèòåëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (�) îêàçûâàþòñÿ
òîëüêî êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = y1 = 3 , x1;2 = �

p
3.

Îòâåò: �
p
3.



1994 (èþëü) 125

1994 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

2a (x+ 1)2 � jx+ 1j+ 1 = 0

èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ?

Ð å ø å í è å. Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò óäîáíóþ çàìåíó ïå-

ðåìåííîé:

2a (x + 1)2 � jx + 1j + 1 = 0 (�) , 2ay2 � y + 1 = 0 (��), ãäå
y = jx+ 1j > 0.

Óðàâíåíèå (�) èìååò 4 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (��) èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ.

Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå(
D = 1� 8a > 0;
1

2a
> 0:

,
�
a < 1=8;
a > 0:

, 0 < a < 1=8:

Îòâåò: 0 < a < 1=8.

1994 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé a ñèñòåìà íåðàâåíñòâ�
�x2 + 12x� a > 0;
x 6 2

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè x?
Ð å ø å í è å. Äàííàÿ â óñëîâèè ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èìååò ðå-

øåíèÿ, åñëè òî÷êà x = 2 ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó [x1; x2] (x1,
x2 � êîðíè ïàðàáîëû), çíà÷èò ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ ïðè çíà÷å-

íèÿõ a, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ�
D = 144� 4a > 0;
f(2) = �x2 + 12x� ajx=2 > 0

,
�
a 6 36;
20� a > 0

(�), a 6 20:

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (�) îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå êîðíåé
x1 è x2, à âòîðîå � ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x = 2 ïðîìåæóòêó

[x1; x2].

Îòâåò: a 6 20.
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1995 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ xy,
ãäå x è y óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé�

x+ y = 3a� 1;

x2 + y2 = 4a2 � 2a+ 2:
(�)

Ð å ø å í è å. Âîçâîäÿ â êâàäðàò ïåðâîå èç óðàâíåíèé (�) è

âû÷èòàÿ èç ðåçóëüòàòà âòîðîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

xy =
1

2

�
5a2 � 4a� 1

�
: (��)

Âûðàæåíèå (��) äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè a = 2=5. Ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ xy ðàâíî xy��a= 2

5

= � 9

10
.

Íàéäåííîå ÷èñëî �9=10 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, õîòÿ â ïðîöåññå

òàêîãî ¾áûñòðîãî¿ ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðåíû íå âñå òðåáîâàíèÿ çà-

äà÷è. Íåèçâåñòíî, óäîâëåòâîðÿþò ëè èñõîäíîé ñèñòåìå çíà÷åíèÿ

x è y, âõîäÿùèå â ïðîèçâåäåíèå xy ïðè a = 9=10.
Â ñàìîì äåëå, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (��) ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñëåä-

ñòâèåì ñèñòåìû (�), ò. å. âûïîëíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè âåðíû

ðàâåíñòâà (�).
Ñèñòåìîé, ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå (�), ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà(

x+ y = 3a� 1;

xy =
1

2

�
5a2 � 4a� 1

� (3�)

(äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (�) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3�) è íàîáîðîò).

Èç ñèñòåìû (3�) ïî òåîðåìå, îáðàòíîé ê òåîðåìå Âèåòà, ñëå-

äóåò, ÷òî x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå (3�), ñóòü êîðíè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ

z2 � (3a� 1) z +
1

2

�
5a2 � 4a� 1

�
= 0

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè, åñëè

D = (3a� 1)2 � 4 � 1
2

�
5a2 � 4a� 1

�
= �(a+ 1) (a� 3) > 0;
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ò. å. �1 6 a 6 3.
Çíà÷åíèå a = 2=5 ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïðîìåæóòêó. Çíà÷èò

äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (��), ãäå (x; y) � ðåøåíèå ñèñòåìû

(�), ïðè a = �2=5 äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî

(�9=10).

Îòâåò: �9=10.

1995 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x ÷èñëà a1 = sinx, a2 =

=

1

2
sin 2x, a3 = sin 3x îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,

ðàçíîñòü êîòîðîé áîëüøå íóëÿ?

Ð å ø å í è å. Ïî ñâîéñòâó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

(èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ñðåäíèé ðàâåí ïîëóñóììå

êðàéíèõ) ïîëó÷àåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
1

2
sin 2x =

=

1

2
(sinx + sin 3x) , 2 sin 2x � cosx � sin 2x = 0 ,

sin 2x

�
cosx� 1

2

�
= 0 , x =

�n

2
è x = ��

3
+ 2�n, n 2 Z

(�).
Ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d = a2 � a1 =

1

2
� 2 sinx � cosx � sinx =

= sinx (cosx� 1) (��) ïî óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíà.

Íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîì êðóãå ñåðèè ðåøåíèé (�) äàþò 6 òî-
÷åê. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëü-

íóþ ðàçíîñòü ïðîãðåññèè (��) äàþò çíà÷åíèÿ

x = ��
3
+ 2�n è x = ��

2
+ 2�n;n 2 Z:

Îòâåò: ��
3
+ 2�n;��

2
+ 2�n;n 2 Z.

1995 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3
p
x+1 > 2a�1:
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Ð å ø å í è å. Àêêóðàòíàÿ çàïèñü ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåéñòâèé

íà ÿçûêå ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è

îáîéòèñü âîîáùå áåç ñëîâåñíûõ ïîÿñíåíèé:

3
p
x+1 > 2a�1 ,

p
x+ 1 > (a� 1) log

3
2,

,

2
664
�
a� 1 < 0;
x > �1;�
a� 1 > 0;

x+ 1 > [(a� 1) log
3
2]2 :

Îòâåò:

�
Åñëè a < 1; òî x > �1;

åñëè a > 1; òî x > [(a� 1) log
3
2]2 � 1:

1996 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü

íåðàâåíñòâî

2� loga x < loga(x� 1): (�)

Ð å ø å í è å. Äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè a ÿâëÿþòñÿ 0 < a <
< 1, a > 1.

Íåðàâåíñòâî (�) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì:

(1)

(
0 < a < 1;
x > 1;
x2 � x < a2;

,
(

0 < a < 1;

1 < x <
1

2
(1 +

p
1 + 4a2);

(2)

(
a > 1;
x > 1;
x2 � x > a2

,
(
a > 1;

x >
1

2
(1 +

p
1 + 4a2):

Êîðíè òðåòüèõ íåðàâåíñòâ â ñèñòåìàõ (1) è (2) èìåþò ðàçíûå
çíàêè (ñâîáîäíûé ÷ëåí �a2 îòðèöàòåëåí), à òî, ÷òî ïîëîæèòåëü-
íûé êîðåíü áîëüøå 1, âïîëíå î÷åâèäíî.

Îòâåò:

2
4 Åñëè 0 < a < 1; òî 1 < x <

1

2
(1 +

p
1 + 4a2);

åñëè a > 1; òî x >
1

2
(1 +

p
1 + 4a2):
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1996 (ìàé)

Çàäà÷à �8. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü óðàâíåíèå

(log
2
3)
p
x+a+2 = (log

9
4)
p
x2+a2�6a�5:

Ð å ø å í è å. Ïîòåíöèðóåì äàííîå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ñâîé-

ñòâà ëîãàðèôìîâ:

(log
2
3)
p
x+a+2 = (log

9
4)
p
x2+a2�6a�5 , (log

2
3)
p
x+a+2 =

= (log
2
3)�

p
x2+a2�6a�5 ,

p
x+ a+ 2 = �

p
x2 + a2 � 6a� 5,

,
� p

x+ a+ 2 = 0;p
x2 + a2 � 6a� 5 = 0

,
�
x = �a� 2;
2a2 � 2a� 1 = 0:

(�)

Ñèñòåìà (�) ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì8><
>:

a =
1�

p
3

2
;

x =
� 5 +

p
3

2
;

è

8><
>:

a =
1 +

p
3

2
;

x =
� 5�

p
3

2
;

Îòâåò:

2
6664
Åñëè a =

1�
p
3

2
; òî x =

� 5 +
p
3

2
;

åñëè a =
1 +

p
3

2
; òî x =

� 5�
p
3

2
;

ïðè äðóãèõ a ðåøåíèé íåò.

1996 (èþëü)

Çàäà÷à �8. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

a tgx+ cos 2x = 1;

ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó 0 6 x 6 2�.
Ð å ø å í è å. Ïåðåéäåì â äàííîì óðàâíåíèè ê ôóíêöèÿì îä-

íîãî àðãóìåíòà:

a tgx� (1� cos 2x) = 0, sinx

�
a

cosx
� 2 sinx

�
= 0:

5 Ã.Í. Ìåäâåäåâ
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà ïðîìåæóòêå 0 6 x 6 2�, çàäàííîì â

óñëîâèè, ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

8><
>:

0 6 x 6 2�;
cosx 6= 0;�

sinx = 0;
sin 2x = a:

Óðàâíåíèå sinx = 0 ïðè ëþáîì a èìååò äëÿ 0 6 x 6 2� 3

ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèå sin 2x = a ïðè a = 0; cosx 6= 0 òàêæå èìååò 3

ðåøåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ sinx = 0.
Óðàâíåíèå sin 2x = a ïðè jaj > 1 íå èìååò ðåøåíèé è ïîýòîìó

íå äîáàâëÿåò íîâûõ ðåøåíèé ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ sinx = 0.
Óðàâíåíèå sin 2x = a ïðè jaj < 1 è a 6= 0 èìååò äëÿ

0 6 x 6 2� 4 ðåøåíèÿ, à ïðè a = �1 � 2 ðåøåíèÿ.

Ïîëåçíî êîíòðîëèðîâàòü ýòè ðàññóæäåíèÿ íà òðèãîíîìåòðè-

÷åñêîì êðóãå.

Îñòàåòñÿ âíèìàòåëüíî ñîñ÷èòàòü ÷èñëî ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ a.
Â îòâåòå ïîëåçíî ãðóïïèðîâàòü âìåñòå çíà÷åíèÿ a, äàþùèå

îäèíàêîâîå ÷èñëî ðåøåíèé.

Îòâåò:

"
Åñëè a < �1; a = 0; a > 1; òî 3 ðåøåíèÿ;
åñëè a = �1; òî 5 ðåøåíèé;
åñëè � 1 < a < 0; 0 < a < 1; òî 7 ðåøåíèé:

1997 (ìàðò)

Çàäà÷à �7.Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

loga
�
x2 + 4

�
> 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x.
Ð å ø å í è å. Ïîòåíöèðóÿ äàííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

ðàâíîñèëüíóþ åìó ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì:

loga
�
x2 + 4

�
> 1 ,

2
664

(1)

�
0 < a < 1;
x2 + 4 < a;

(2)

�
a > 1;
x2 + 4 > a:
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Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà (1) íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü

âòîðîãî íåðàâåíñòâà â ýòîé ñèñòåìå áîëüøå èëè ðàâíà 4, à ïðà-

âàÿ � ìåíüøå 1. Ñèñòåìà (2) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (3):

(2), (3)

�
a > 1;
x2 > a� 4:

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â ñèñòåìå (3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x, åñëè
a < 4. Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (3), ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: 1 < a < 4.

1997 (ìàé)

Çàäà÷à �7.Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

x� 2a� 4

x+ 3a� 2
6 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà 1 6 x 6 3.
Ð å ø å í è å. Èñêîìîå ðåøåíèå äàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ äâóõ

ñèñòåì 2
664

(1)

�
2a+ 4 6 1;
�3a+ 2 > 3;

(2)

�
�3a+ 2 < 1;
2a+ 4 > 3:

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ñîâîêóïíîñòè óäîáíî çàìåíèòü äàííîå

íåðàâåíñòâî ¾ïî÷òè¿ ðàâíîñèëüíûì íåðàâåíñòâîì (x � (2a +
+ 4))(x� (�3a+ 2)) 6 0 (�) (äëÿ ðàâíîñèëüíîñòè íàäî äîáàâèòü
óñëîâèå x� (�3a+2) 6= 0). Âõîäÿùèé â (�) êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
áóäåò íåïîëîæèòåëåí íà îòðåçêå 1 6 x 6 3, åñëè ýòîò îòðåçîê

ðàñïîëîæåí ìåæäó êîðíÿìè ýòîãî òðåõ÷ëåíà, âêëþ÷àÿ ýòè êîðíè.

Äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ¾ïîëçó÷èõ¿ êîðíåé

îòíîñèòåëüíî òî÷åê x = 1 è x = 3 çàäàþò ñèñòåìû (1) è (2).

Ñòðîãèå íåðàâåíñòâà â ýòèõ ñèñòåìàõ îáåñïå÷èâàþò íåîáðàùå-

íèå â íóëü çíàìåíàòåëÿ èñõîäíîé äðîáè. Êîðíåì ýòîãî çíàìåíà-

òåëÿ ÿâëÿåòñÿ �3a+ 2. Ïîýòîìó ýòîò êîðåíü íå ìîæåò ñîâïàäàòü
ñ òî÷êîé x = 3, íàõîäÿñü ñïðàâà îò íåå, òî åñòü â ñèñòåìå (1), è íå
ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé x = 1, íàõîäÿñü ñëåâà îò íåå, òî åñòü â
ñèñòåìå (2).

Ðåøàÿ ñèñòåìû (1) è (2), íàõîäèì:

(1), a 6 �3

2
; (2), a >

1

3
:

5*
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Îòâåò: a 6 �3

2
, a >

1

3
.

1997 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

a� 2 < (a� 1)
p
x+ 1 :

Ð å ø å í è å. Âûïèøåì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì, ðàâíîñèëüíóþ

èñõîäíîìó íåðàâåíñòâó:

(a� 1)
p
x+ 1 > a� 2,

2
666666664

(1)

(
a < 1;
p
x+ 1 <

a� 2

a� 1
;

(2)

�
a = 1;
x > �1;

(3)

(
a > 1;
p
x+ 1 >

a� 2

a� 1
:

Ðåøàÿ ñèñòåìû (1) è (3), ïîëó÷àåì:

(1),

8<
:

a < 1;

0 6 x+ 1 <

�
a� 2

a� 1

�
2

;
(3),

2
66664

(4)

�
1 < a < 2;
x > �1;8<

:
a > 2;

x+ 1 >

�
a� 2

a� 1

�
2

:

Âèäíî, ÷òî ìîæíî îáúåäèíèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ ñèñòåì

(2) è (4). Ïîëó÷åííîìó ïðîìåæóòêó 1 6 a < 2 ñîîòâåòñòâóåò

ïîëóïðÿìàÿ x > �1. Îñòàëîñü âûïèñàòü îòâåò.

Îòâåò:

2
66664
Åñëè a < 1; òî � 1 6 x <

�
a� 2

a� 1

�
2

� 1;

åñëè 1 6 a < 2; òî x > �1;

åñëè a > 2; òî x >

�
a� 2

a� 1

�
2

� 1:
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1998 (ìàðò)

Çàäà÷à �8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà óðàâíåíèé

log
3
(y � 3)� 2 log

9
x = 0;

(x+ a)2 � 2y � 5a = 0:

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

Ð å ø å í è å. Ïîòåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå, ïåðåõîäèì ê ñè-

ñòåìå áåç ëîãàðèôìîâ, ðàâíîñèëüíîé èñõîäíîé:

�
log

3
(y � 3)� 2 log

9
x = 0;

(x+ a)2 � 2y � 5a = 0
,

,

8<
:

x > 0;
y � 3 = x;

x2 + 2(a� 1)x+
�
a2 � 5a� 6

�
= 0:

Ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, åñëè õîòÿ áû îäèí (áîëüøèé) êîðåíü êâàä-

ðàòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí, òî åñòü x2 = �(a � 1) +
+

p
3a+ 7 > 0,

p
3a+ 7 > a�1. Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî,

ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: �7

3
6 a < 6.

1998 (ìàé)

Çàäà÷à �7.Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

log 1

2

�
x2 + ax+ 1

�
< 1:

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà x < 0 .
Ð å ø å í è å. Ïîòåíöèðóÿ äàííîå íåðàâåíñòâî, èìååì:

log 1

2

�
x2 + ax+ 1

�
< 1, x2 + ax+

1

2
> 0:

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ x < 0 â äâóõ ñëó÷àÿõ:

åñëè îòðèöàòåëåí äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, òî åñòü

D = a2 � 2 < 0 , �
p
2 < a <

p
2, èëè åñëè îáà êîðíÿ ýòîãî
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òðåõ÷ëåíà íåîòðèöàòåëüíû. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ

ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ8><
>:

D = a2 � 2 > 0;

x1 � x2 =
1

2
> 0;

x1 + x2 = �a > 0

, a 6 �
p
2:

Îáúåäèíÿÿ îáà íàéäåííûõ ïðîìåæóòêà, ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: a <
p
2.

1998 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü

íåðàâåíñòâî

loga (3a
x � 5) < x+ 1:

Ð å ø å í è å. Äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè a ÿâëÿþòñÿ 0 < a <
< 1, a > 1. Ïîòåíöèðóÿ äàííîå íåðàâåíñòâî, ïåðåõîäèì ê ðàâíî-

ñèëüíîé åìó ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì:

loga (3a
x � 5) < x+ 1,

2
664

(1)

�
0 < a < 1;
3ax � 5 > ax � a;

(2)

�
a > 1;
0 < 3ax � 5 < ax � a:

Äàëåå: (1), (3)

(
0 < a < 1;

x < loga
5

3� a :

(2),

8><
>:

a > 1;

ax >
5

3
;

(3� a)ax < 5

, (4)

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

a > 1;

x > loga
5

3
;2

6664
(
a < 3;

x < loga
5

3� a ;�
a > 3;
x� ëþáîå:

Âûáèðàÿ ðåçóëüòàòû äëÿ âñåõ ïðîìåæóòêîâ ïàðàìåòðà a èç

ñèñòåì (3) è (4), ïîëó÷àåì îòâåò.



1999 (ìàé) 135

Îòâåò:

2
66664
Åñëè 0 < a < 1; òî x < loga

5

3� a ;

åñëè 1 < a < 3; òî loga
5

3
< x < loga

5

3� a ;

åñëè a > 3; òî x > loga
5

3
:

1999 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a ðåøèòü

óðàâíåíèå

loga
�
x2 � 3a

�
= loga

�
a2 � 3x

�
:

Ð å ø å í è å. Ïîëó÷èì ñèñòåìó áåç ëîãàðèôìîâ, ðàâíîñèëüíóþ

äàííîìó íåðàâåíñòâó:

loga
�
x2 � 3a

�
= loga

�
a2 � 3x

�
,

,

8<
:

a > 0; a 6= 1;
a2 � 3x > 0;
x2 � 3a = a2 � 3x (�)

,

8><
>:

a > 0; a 6= 1;

x <
a
2

3
; (��)

x1 = �a� 3; x2 = a:

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (�) óñëîâèå x2 � 3a > 0 íà

êîðíÿõ óðàâíåíèÿ òàêæå âûïîëíåíî.

Êîðåíü x1 = �a� 3 ïðè âñåõ a > 0, a 6= 1 îòðèöàòåëåí è ïî-
ýòîìó óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó íåðàâåíñòâó (��) ñèñòåìû. Êîðåíü
x2 = a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì ïðè a > 3.

Îòâåò:

�
Åñëè 0 < a < 1; 1 < a 6 3; òî x = �a� 3;
åñëè a > 3; òî x1 = �a� 3; x2 = a:

1999 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

cos 2x+ 2 cosx� 2a2 � 2a+ 1 = 0 (�)
èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå 0 6 x < 2�?

Ð å ø å í è å. Ïåðåõîäÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëü-

íî cosx, ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (�) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè
äâóõ óðàâíåíèé cosx = �a � 1 è cosx = a. Ñëåäîâàòåëüíî,
äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ a ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ ïðîìåæóòêîâ

�2 6 a 6 0; �1 6 a 6 1:
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Åäèíñòâåííîå íà ïðîìåæóòêå [0; 2�) ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ñóùåñòâóåò ïðè a = �2 (òîãäà cosx = �a�1 = 1, à óðàâíåíèå
cosx = a = �2 íå èìååò ðåøåíèÿ) è ïðè a = 1 (òîãäà cosx = a =
= 1, à óðàâíåíèå cosx = �a� 1 = �2 íå èìååò ðåøåíèÿ).

Îòâåò: a = �2, a = 1.

1999 (èþëü)

Çàäà÷à �8. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü

íåðàâåíñòâî

log
2a

�
log

3
x2
�
> 1

è íàéòè, ïðè êàêîì çíà÷åíèè aìíîæåñòâî òî÷åê x, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê, äëèíà

êîòîðîãî ðàâíà 6.

Ð å ø å í è å. Ðåøèì ñíà÷àëà äàííîå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî

äîïóñòèìîãî a :

log
2a

�
log

3
x2
�
> 1,

,

2
664
�

0 < 2a < 1;
0 < log

3
x2 < 2a;�

2a > 1;
log

3
x2 > 2a

,

2
666664

(
0 < a <

1

2
;

�3a < x < �1; 1 < x < 3a;(
a >

1

2
;

x < �3a; x > 3a:

Ïîñëåäíÿÿ ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà

ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è.

Òîëüêî äëÿ âòîðîé ñèñòåìû èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâî

òî÷åê x, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè (âêëþ÷àÿ ïðîìåæóòîê �
�1 6 x 6 1, íå âõîäÿùèé â ÎÄÇ), îáðàçóåò ïðîìåæóòîê [�3a; 3a],
èìåþùèé êîíå÷íóþ äëèíó. Äëèíà ýòîãî ïðîìåæóòêà ðàâíà 6 ïðè

a = 1. Ýòî çíà÷åíèå a åñòü îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è.

Îòâåò:

1)

2
4 Åñëè 0 < a <

1

2
; òî � 3a < x < �1; 1 < x < 3a;

åñëè a >
1

2
; òî x < �3a; x > 3a:

2) Ïðè a = 1:
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2000 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b óðàâíåíèå

25x � (2b+ 5)5x�
1

x + 10b � 5�
2

x = 0:

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ?

Ð å ø å í è å. Óìíîæàÿ äàííîå óðàâíåíèå íà 52=x 6= 0, ïðèâî-
äèì åãî ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî îäíîé ïîêàçà-

òåëüíîé ôóíêöèè 5x+
1

x :

52(x+
1

x ) � (2b+ 5) 5x+
1

x + 10b = 0,
"

5x+
1

x = 5; (1)

5x+
1

x = 2b (2)
,

, x+
1

x
= log

5
2b: (�)

Óðàâíåíèå (1) ðåøåíèé íå èìååò, óðàâíåíèå (2) ðàâíîñèëüíî

óðàâíåíèþ (�), êîòîðîå èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ, åñëè äèñêðèìè-
íàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2�x � log

5
2b+1 = 0 ïîëîæèòåëåí:

D = log2
5
2b � 4 > 0 ,

�
log

5
2b < �2;

log
5
2b > 2;

îòêóäà 0 < b <
1

50
èëè

b >
25

2
.

Îòâåò: 0 < b <
1

50
, b >

25

2
.

2000 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü

íåðàâåíñòâî

ax (a� 1)x � 2ax+1 � (a� 1)x + 2a 6 0

è íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê äëèíû 2.

Ð å ø å í è å. Ðåøèì ñíà÷àëà äàííîå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî

äîïóñòèìîãî a, ðàçëîæèâ ïðåäâàðèòåëüíî íà ìíîæèòåëè ëåâóþ

÷àñòü íåðàâåíñòâà:

ax (a� 1)x � 2ax+1 � (a� 1)x + 2a 6 0,
, (ax � 1) [(a� 1)x � 2a] 6 0: (�)
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Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ a óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a > 1, ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ ax âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, à ôóíêöèÿ (a�
� 1)x óáûâàåò ïðè 1 < a < 2, ïîñòîÿííà ïðè a = 2 è âîçðàñòàåò

ïðè a > 2. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (�) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè 5
ñèñòåì:

(1)

(
1 < a < 2;
ax � 1 6 0;
(a� 1)x � 2a > 0

,
(

1 < a < 2;
x 6 0;
x 6 loga�1

2a
,
�

1 < a < 2;
x 6 loga�1

2a;

(îòìåòèì, ÷òî ïðè 1 < a < 2 loga�1
2a < 0);

(2)

(
1 < a < 2;
ax � 1 > 0;
(a� 1)x � 2a 6 0

,
(

1 < a < 2;
x > 0;
x > loga�1

2a
,
�

1 < a < 2;
x > 0;

(3)

�
a = 2;
x > 0;

(4)

(
a > 2;
ax � 1 6 0;
(a� 1)x � 2a > 0

,
(
a > 2;
x 6 0;
x > loga�1

2a;
íåò ðåøåíèé,

(5)

(
a > 2;
ax � 1 > 0;
(a� 1)x � 2a 6 0

,
(
a > 2;
x > 0;
x 6 loga�1

2a
,
�
a > 2;
0 6 x 6 loga�1

2a:

Îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ áóäåò îòâåòîì íà ïåðâûé âîïðîñ

çàäà÷è: "
Åñëè 1 < a < 2; òî x 6 loga�1

2a; x > 0;
åñëè a = 2; òî x > 0;
åñëè a > 2; òî 0 6 x 6 loga�1

2a:

Òîëüêî äëÿ a > 2 ìíîæåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòîê 0 6 x 6 loga�1
2a,

èìåþùèé êîíå÷íóþ äëèíó. Äëèíà ýòîãî ïðîìåæóòêà ðàâíà 2, åñëè

loga�1
2a = 2, îòêóäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè ýòîì a > 2, íàõîäèì

a = 2 +
p
3.

Îòâåò:
1)

"
Åñëè 1 < a < 2; òî x 6 loga�1

2a; x > 0;
åñëè a = 2; òî x > 0;
åñëè a > 2; òî 0 6 x 6 loga�1

2a:

2) Ïðè a = 2 +
p
3:

Ç à ì å ÷ à í è å. Â íåêîòîðûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ïîêàçà-

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè îñíîâàíèÿõ, íå ðàâíûõ 1.
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Ïîýòîìó, åñëè àâòîðû ðàáîò íå ðàññìàòðèâàëè ôóíêöèþ (a� 1)x

ïðè a = 2, òî ýòî îøèáêîé íå ñ÷èòàëîñü.

2000 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî

�
x2 � (a+ 2)x� 2a2 + 4a

�p
1� x 6 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Ð å ø å í è å. Ðàçëîæèì â äàííîì íåðàâåíñòâå êâàäðàòíûé

òðåõ÷ëåí íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

�
x2 � (a+ 2)x� 2a2 + 4a

�p
1� x 6 0,

, (x� 2a)(x� (�a+ 2))
p
1� x 6 0:

Ðåøåíèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà ïðèíàäëåæàò ïîëóïðÿìîé

x 6 1 , ãäå
p
1� x > 0 . Óñëîâèå

�
x2 � (a+ 2)x� 2a2 + 4a

�p
1� x 6 0

âûïîëíÿåòñÿ ìåæäó êîðíÿìè x1 = 2a è x2 = �a+ 2.
Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîðíåé x1 è x2 ëåæèò ëåâåå òî÷êè x =

= 1, òî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà îáðàçóþò îòðåçîê, è ýòà ñèòóàöèÿ

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Åñëè ìåíüøèé êîðåíü èç x1 è x2 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé x = 1,
òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1. Ýòî

âîçìîæíî, åñëè 2a = 1 , a =
1

2
èëè åñëè �a+ 2 = 1 , a = 1.

Êðîìå òîãî, ÷èñëî x = 1 áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì è

òîãäà, êîãäà îáà êîðíÿ x1 è x2 ëåæàò ïðàâåå òî÷êè x = 1. Ýòî
âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ:

(
2a 6 �a+ 2;

1 < 2a
,

8><
>:

a 6
2

3
;

a >
1

2

, 1

2
< a 6

2

3
;

(
�a+ 2 < 2a;

1 < �a+ 2
,

8<
: a >

2

3
;

a < 1
, 2

3
< a < 1:
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Îáúåäèíÿÿ âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a, íàõîäèì, ÷òî íåðàâåí-

ñòâî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè
1

2
6 a 6 1.

Îòâåò:
1

2
6 a 6 1.

2001 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

3(2x� a) + 5a
p
2x� a� 2a2 > 0:

Ð å ø å í è å. Ðàçëàãàÿ íà ìíîæèòåëè ëåâóþ ÷àñòü èñõîäíîãî

íåðàâåíñòâà, èìååì:

3(2x� a) + 5a
p
2x� a� 2a2 > 0,

, 3(
p
2x� a+ 2a)

�p
2x� a� a

3

�
> 0: (�)

Ïðè a = 0 íåðàâåíñòâî (�) ñòàíîâèòñÿ íåðàâåíñòâîì

3
p
2x
p
2x > 0 (��), ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ x > 0.

Îòìåòèì ÷òî â (��) åñòü ðèñê, íåîñòîðîæíî ïåðåìíîæèâ êîð-
íè, ïåðåéòè ïðè a = 0 ê íåðàâåíñòâó 3 �

p
4x2 > 0, êîòîðîå íå

ðàâíîñèëüíî (��), òàê ÷òî ðåçóëüòàò äëÿ a = 0 ëó÷øå ïîëó÷àòü

èç èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî (�) ðàâíîñèëüíî ñëå-

äóþùåé ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì:

(�),

2
666666664

(1) a = 0; x > 0;

(2)

(
a < 0;
p
2x� a+ 2a > 0;

(3)

8<
:
a > 0;
p
2x� a� a

3
> 0

,

2
666666664

(1) a = 0; x > 0;

(2)

(
a < 0;
p
2x� a > �2a;

(3)

8<
:
a > 0;
p
2x� a > a

3
:

Â ñèñòåìàõ (2) è (3) äëÿ
p
2x� a îñòàåòñÿ îäíî íåðàâåíñòâî,

òàê êàê äðóãàÿ ñêîáêà â (�) îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.
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Ðåøàÿ ñèñòåìû (2) è (3), ïîëó÷àåì:

(2),
�
a < 0;

2x� a > 4a2
,
(
a < 0;

x > 2a2 +
a

2
;

(3),

8<
:
a > 0;

2x� a > a
2

9

,

8<
:
a > 0;

x >
a
2

18
+
a

2
:

Îòâåò:

2
4 Åñëè a < 0; òî x > 2a2 +

a

2
;

åñëè a > 0; òî x >
a
2

18
+
a

2
:

2001 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî çíà÷åíèÿ m íàéòè âñå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

log�
m2

4
+x2

�(3x)m2
+1 =m2 + 1:

Ð å ø å í è å. Çàäàííàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðè ÷åò-

íûõ m îïðåäåëåíà äëÿ x > 0, à ïðè íå÷åòíûõ m � äëÿ x 6=
6= 0. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ïîòåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïðè ÷åòíûõ

è íå÷åòíûõ m ðàçëè÷íû.

logm2

4
+x2

(3x)m
2
+1 = m2 + 1,

,

2
66666666664

(1)

(
m = 0;
x > 0;
3x = x2;

(2)

(
m 6= 0;÷åòíîå;

3x =
m

2

4
+ x2;

(3)

(
m 6= 0;íå÷åòíîå;

3jxj = m
2

4
+ x2

,

2
66666666664

(1)

�
m = 0;
x = 3;

(2)

(
m 6= 0;÷åòíîå;

x =
3�

p
9�m2

2
;

(3)

(
m 6= 0;íå÷åòíîå;

jxj = 3�
p

9�m2

2
:

Êîðíè ñóùåñòâóþò, åñëè jmj 6 3.
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Â ñèñòåìå (2) äëÿ êàæäîãî èç m = �2 ïîëó÷àåì 2 ðåøåíèÿ

x =
3�

p
5

2
.

Â ñèñòåìå (3) äëÿ êàæäîãî èç m = �1 ïîëó÷àåì 4 ðåøåíèÿ

x = �3� 2
p
2

2
(ëþáûå êîìáèíàöèè çíàêîâ), à äëÿ êàæäîãî èç

m = �3 ïîëó÷àåì 2 ðåøåíèÿ x = �3

2
.

Îòâåò:

2
66666664

Åñëè m = 0; òî x = 3;
äëÿ êàæäîãî èç m = �1

4 ðåøåíèÿ x = �(3� 2
p
2)=2;

äëÿ êàæäîãî èç m = �2
2 ðåøåíèÿ x = (3�

p
5)=2;

äëÿ êàæäîãî èç m = �3
2 ðåøåíèÿ x = �3=2:

2001 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàéòè âñå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ

cos 2x+ 2 sin2(x+ a) + 2� sina = 0;

ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó � 6 x 6 2�.
Ð å ø å í è å. Ïîëó÷àÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñíà÷àëà ñóììó

äâóõ êîñèíóñîâ, à çàòåì ïðåîáðàçóÿ åå â ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ,

èìååì:

cos 2x+ 2 sin2(x+ a) + 2� sina = 0 (�),
, 2 sin (2x+ a) sina = sina� 3 (��),

, sin (2x+ a) =
sina� 3

2 sina
(3�);

òàê êàê èç (��) ñëåäóåò, ÷òî sina 6= 0.
Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (3�) èìåþò âèä:8><

>:
sina� 3

2 sina
> �1;

sina� 3

2 sina
6 1

,

8><
>:

3(sina� 1)

2 sina
> 0;

� (sina+ 3)

2 sina
6 0

,

,
�
sina < 0; sina > 1;

sina > 0
, sina = 1:
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Åñëè sina = 1, òî a =
�

2
+ 2�n;n 2 Z; è (��) ïðèíèìàåò âèä

sin

�
2x+

�

2
+ 2�n

�
= �1 , cos 2x = �1, x =

�

2
+ �n;n 2 Z.

Çàäàííîìó ïðîìåæóòêó [�; 2�] ïðèíàäëåæèò x =
3�

2
.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â (��) ëåâàÿ
÷àñòü > �2, à ïðàâàÿ ÷àñòü 6 �2, ïîýòîìó (��) ðàâíîñèëüíî

ñèñòåìå�
sina� 3 = �2;

2 sin(2x+ a) � sina = �2
,

8<
:

sina = 1;

2 sin(2x+
�

2
+ 2�n) = �1

è ò. ä.

Îòâåò:

�
Åñëè a = �=2 + 2�n; n 2 Z; òî x = 3�=2;

ïðè äðóãèõ a ðåøåíèé íåò:

2002 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü ñèñòåìó(
4 log2

4
x+ 9 log2

8
y 6 4

�
a2 + a

�
;

log2
2
xy > 8

�
a2 + a

�
:

Ð å ø å í è å. Â äàííîé ñèñòåìå ïîëåçíî ïåðåéòè ê íîâûì ïå-

ðåìåííûì, óïðîùàþùèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, à òàêæå ïîçâî-

ëÿþùèì ïðèâëå÷ü óäîáíûå ãðàôè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ:(
4 log2

4
x+ 9 log2

8
y 6 4

�
a2 + a

�
;

log2
2
xy > 8

�
a2 + a

� ,
(
u2 + v2 6 4

�
a2 + a

�
; (�)

(u+ v)2 > 8
�
a2 + a

�
; (��)

ãäå u = log
2
x, v = log

2
y. Èç (�) ñëåäóåò, ÷òî a(a+ 1) > 0.

Óìíîæàÿ (�) íà 2 è âû÷èòàÿ (��), ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå (u �
� v)2 6 0, u = v è ñèñòåìà (�); (��) ïðèíèìàåò âèä

(3�)

8><
>:

2u2 6 4(a2 + a);

2u2 > 4(a2 + a);

u = v

,
�
u2 = 2(a2 + a);

u = v:

Åñëè a < �1 èëè a > 0, òî u = log
2
x = �

p
2(a2 + a), v =

= log
2
y = �

p
2(a2 + a) (â ñèëó (3�) çíàêè u è v îäèíàêîâû).
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Åñëè a = �1 èëè a = 0, òî u = log
2
x = 0 è v = log

2
y = 0.

Åñëè �1 < a < 0, òî ðåøåíèé íåò.
Ïîòåíöèðóÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ log

2
x è log

2
y, ïîëó-

÷àåì x è y.

Ç à ì å ÷ à í è å . Íåðàâåíñòâà (�) è (��) ïðè a2+a > 0 çàäàþò
íà ïëîñêîñòè uOv äâå îáùèå òî÷êè êðóãà u2 + v2 6 4(a2 + a) è

äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé ju+ vj >
p
2 �
p

4(a2 + a).
Ïðè a = �1 èëè a = 0 íåðàâåíñòâà (�) è (��) çàäàþò îäíó

òî÷êó u = v = 0.
Ïðè �1 < a < 0 íåðàâåíñòâî (�) ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ íå

îïðåäåëÿåò è ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ðåøåíèé íå èìååò.

Îòâåò:

2
66664
Åñëè a < �1; a > 0; òî

x1 = 22
p

(a2+a)=2; y1 = 22
p

(a2+a)=2;

x2 = 2�2

p
(a2+a)=2; y2 = 2�2

p
(a2+a)=2;

åñëè a = �1 èëè a = 0; òî x = 1; y = 1;
åñëè � 1 < a < 0; òî ðåøåíèé íåò.

2002 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî�
x2 + 2x� a2 � 4a� 3

�
(sinx+ 2x) > 0:

Ð å ø å í è å. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì íåðàâåíñòâå äèñ-

êðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì,

ïîýòîìó ýòîò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ íà ¾õîðîøèå¿

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Òðåòüÿ ñêîáêà ìåíÿåò çíàê òîëüêî ïðè x =
= 0, òàê êàê ôóíêöèÿ sinx + 2x íå÷åòíàÿ, à ïðè x > 0 âåðíî,

÷òî sinx + 2x > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 < x 6 �, òî sinx +
+ 2x > 0 (îáà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíû), à åñëè x > �, òî òàêæå
2x+ sinx > 2� � 1 > 0.

Ïîýòîìó òðåòüÿ ñêîáêà ìîæåò áûòü çàìåíåíà ìíîæèòåëåì x:

�
x2 + 2x� a2 � 4a� 3

�
(sinx+ 2x) > 0 (�),

, (x�a�1)(x+a+3)x > 0, [x�(a+1)][x�(�a�3)]x > 0 (��):

Êîðíè x1 = a+1 è x2 = �a�3 ïðè èçìåíåíèè a äâèæóòñÿ ïî
îñè Ox íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè

x = �1, ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè â ýòîé òî÷êå ïðè a = �2. Òî÷êà x = 0,
â êîòîðîé ìåíÿåò çíàê òðåòüÿ ñêîáêà â (�) èëè (��), íåïîäâèæíà.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âîçìîæíû ñëåäóþùèå ðàñïîëîæåíèÿ

òî÷åê x = x1, x = x2, x = 0 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ

íåðàâåíñòâà (��) ïî ìåòîäó èíòåðâàëîâ (ïîëåçíî êîíòðîëèðîâàòü
ñåáÿ ðèñóíêàìè íà ÷èñëîâûõ îñÿõ):

Åñëè x1 < 0 6 x2, òî x1 < x < 0; x > x2;
åñëè x1 < x2 < 0, òî x1 < x < x2; x > 0;
åñëè x1 = x2 < 0, òî x > 0;
åñëè x2 < x1 < 0, òî x2 < x < x1; x > 0;
åñëè x2 < 0 6 x1, òî x2 < x < 0; x > x1.

Ïîäñòàíîâêà â ýòè óñëîâèÿ âûðàæåíèé x1 = a + 1 è x2 =
= �a � 3 è ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî a ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ, íå

ñîäåðæàùèõ x, ïðèâîäèò ê îòâåòó.

Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü íà ïëîñêîñòè

xOa îáëàñòè ñîõðàíåíèÿ çíàêîâ ìíîæèòåëåé â íåðàâåíñòâå (��)
è ¾ñíÿòü¿ ðåøåíèÿ ñ ïðÿìûõ a = const â õàðàêòåðíûõ ïðîìåæóò-

êàõ èçìåíåíèÿ a. Ýòè ïðîìåæóòêè áóäóò, êîíå÷íî, òå æå, ÷òî è

íàéäåííûå âûøå.

Îòâåò:2
6664
Åñëè a 6 �3; òî a+ 1 < x < 0; x > �(a+ 3);
åñëè � 3 < a < �2; òî a+ 1 < x < �(a+ 3); x > 0;
åñëè a = �2; òî x > 0;
åñëè � 2 < a < �1; òî � (a+ 3) < x < a+ 1; x > 0;
åñëè a > �1; òî � (a+ 3) < x < 0; x > a+ 1:

2002 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

log 1

9

�
x2 � 6x� a2 � 5a+ 12

�
< �1

è íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ìíîæåñòâî ÷èñåë x, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê

÷èñëîâîé îñè, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå 2
p
3.

Ð å ø å í è å. 1) ×òîáû ðåøèòü íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ çíà÷å-

íèé a, ïåðåéäåì, ïðåæäå âñåãî, ê ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó, íå
ñîäåðæàùåìó ëîãàðèôìà:

log 1

9

�
x2 � 6x� a2 � 5a+ 12

�
< �1, x2�6x�a2�5a+12 > 9:

(�)
Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (�) ïîëîæèòåëüíà, òî óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëîãàðèôìà âûïîëíåíî è ïèñàòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

íå íóæíî.
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Íåðàâåíñòâî (�) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì

2
6666664

�
D=4 < 0, �3 < a < �2;

x 2 R;8><
>:
D=4 > 0, a 6 �3; a > �2;"
x < 3�

p
a2 + 5a+ 6 ;

x > 3 +
p
a2 + 5a+ 6 ;

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è.

2) Ìíîæåñòâî òî÷åê x, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè è îáðà-

çóþùèõ îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 3 �
�

p
a2 + 5a+ 6 6 x 6 3 +

p
a2 + 5a+ 6. Äëèíà ýòîãî îòðåç-

êà, ðàâíàÿ 2
p
a2 + 5a+ 6, ïî óñëîâèþ ìåíüøå 2

p
3. Íåðàâåíñòâî

2
p
a2 + 5a+ 6 < 2

p
3 âûïîëíåíî (ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ a 6 �3, a > �

�2), åñëè
� 5�

p
13

2
< a 6 �3 èëè �2 6 a <

� 5 +
p
13

2
.

Îòâåò:

2
6664
1) Åñëè � 3 < a < �2; òî x 2 R;
åñëè a 6 �3; a > �2;

òî x < 3�
p
a2 + 5a+ 6 ; x > 3 +

p
a2 + 5a+ 6 ;

2)
� 5�

p
13

2
< a 6 �3; �2 6 a <

� 5 +
p
13

2
:

2003 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a â óðàâíå-
íèè

p
x+

qp
a� x = a

1) íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ;

2) íàéòè ýòè ðåøåíèÿ.

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ëþáûõ äîïóñòè-

ìûõ a (äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè a ÿâëÿþòñÿ a > 0):

p
x+

qp
a� x = a (�),

�
2y2 � 2ay + a2 �

p
a = 0;

0 6 y 6 a;
(��)

ãäå y =
p
x.
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1) Åñëè D=4 =
p
a(2 � a

3

2 ) = 0 , a = 0, a = 2
2

3, òî ñèñòåìà

(��) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0, åñëè a = 0 è x = 2�
2

3,

åñëè a = 2
2

3.

2) Åñëè D=4 =
p
a(2 � a

3

2 ) > 0 , 0 < a < 2
2

3, òî ñèñòåìà

(��) èìååò ðåøåíèÿ âèäà y1;2 =
a�

q
2
p
a� a2

2
(3�), åñëè îíè

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 0 6 y 6 a.
Âèäíî, ÷òî êîðíè (3�) ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè y =
a

2
, ïîýòîìó èõ ñóùåñòâîâàíèå è ïðèíàäëåæ-

íîñòü ïðîìåæóòêó [0;a] îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé

8>>>>>><
>>>>>>:

0 < a < 2
2

3 ;

y1 =
a�

q
2
p
a� a2

2
> 0;

y2 =
a+

q
2
p
a� a2

2
6 a

,
(

0 < a < 2
2

3;

2
p
a� a2 6 a2

, 1 6 a < 2
2

3:

Èòàê, åñëè 1 6 a < 2
2

3 , òî ñèñòåìà (��) èìååò 2 ðåøåíèÿ, à çíà-

÷èò, è óðàâíåíèå (�) èìååò äâà ðåøåíèÿ x1;2 =

2
4a�

q
2
p
a� a2

2

3
5
2

.

3) Ïðè îñòàëüíûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ a, òî åñòü 0 < a < 1

è a > 2
2

3 êîðíè (3�) èëè íå ñóùåñòâóþò, èëè íå ïðèíàäëåæàò

ïðîìåæóòêó [0;a]. Ïîýòîìó ñèñòåìà (��), à çíà÷èò, è óðàâíåíèå

(�) ðåøåíèé íå èìåþò.
Â à ð è à í ò ð å ø å í è ÿ. Ïîëàãàÿ u =

pp
a� x > 0 è v =

=

p
x > 0, ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó

�
u+ v = a;

u2 + v2 =
p
a;

êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ z2�az+a
2 �p

a

2
= 0,

èìåþùåìó íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

(
D = 2

p
a� a2 > 0;

a2 �
p
a > 0

,
(

0 6 a 6 2
2

3 ;

a = 0; a > 1
,
"
a = 0;

1 6 a 6 2
2

3

è ò. ä.
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Îòâåò:

2
6666666664

Åñëè a = 0, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0;
åñëè 0 < a < 1, òî ðåøåíèé íåò;

åñëè 16a<2
2

3, òî äâà ðåøåíèÿ x=

2
4a�

q
2
p
a� a2

2

3
5
2

;

åñëè a = 2
2

3, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 2�
2

3;

åñëè a > 2
2

3, òî ðåøåíèé íåò.

2003 (ìàé)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü

íåðàâåíñòâî p
7� loga x

2 > (loga x)(1� 2 logjxj a):

Ð å ø å í è å. Äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè a ÿâëÿþòñÿ 0 < a <
< 1 è a > 1. Ó÷èòûâàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ x > 0 èñõîäíîãî

íåðàâåíñòâà, èçáàâëÿåìñÿ îò ìîäóëÿ è äåëàåì î÷åâèäíóþ çàìåíó

ïåðåìåííîé:

p
7� loga x

2 > loga x(1� 2 logjxj a),

,
p

7� 2 loga x > loga x(1� 2 logx a),
�p

7� 2y > y � 2;

y 6= 0;

ãäå y = loga x;,
�
loga x < 0;

0 < loga x < 3:

Åñëè 0 < a < 1, òî a3 < x < 1, x > 1; åñëè a > 1, òî 0 < x <
< 1, 1 < x < a3.

Îòâåò:

�
Åñëè 0 < a < 1, òî a3 < x < 1, x > 1;
åñëè a > 1, òî 0 < x < 1, 1 < x < a3.

2003 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x
2 � 2j2a�1j � 2x+ 1

x
2 � (a� 2)x� 2a

> 0: (�)
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Ð å ø å í è å. Â íåðàâåíñòâå (�) äèñêðèìèíàíò ÷èñëèòåëÿ D =

= 4
�
1� 2j2a�1j� 6 0.

Åñëè a =
1

2
, òî D = 0 è òîãäà

(�), (x� 1)2

(x+ 2)

�
x� 1

2

� > 0, x < �2;
1

2
< x < 1; x > 1:

Åñëè a 6= 1

2
, òî D < 0 è òîãäà

(�), 1

(x+ 2)(x� a) > 0,

2
666666664

�
a < �2;

x < a; x > �2;�
a = �2;

x < �2; x > �2;(
�2 < a <

1

2
; a >

1

2
;

x < �2; x > a:

Îòâåò:

2
666664

Åñëè a =
1

2
; òî x < �2;

1

2
< x < 1; x > 1;

åñëè a < �2; òî x < a; x > �2;

åñëè a = �2; òî x < �2; x > �2;

åñëè �2 < a <
1

2
; a >

1

2
; òî x < �2; x > a:

2004 (ìàðò)

Çàäà÷à �7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòü óðàâíåíèå

log2
2

�
x� 3a

x

�
+ 4 [log

4
(x� 3a)] log

2
x� 8 log2

4
x = 0:
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Ð å ø å í è å.

log2
2

�
x� 3a

x

�
+ 4 [log

4
(x� 3a)] log

2
x� 8 log2

4
x = 0,

, log2
2
(x� 3a)� log2

2
x = 0,

�
log

2
(x� 3a)� log

2
x = 0;

log
2
(x� 3a) + log

2
x = 0

,

,

2
664
(1)

�
a = 0;

x > 0;

(2)

�
x2 � 3ax� 1 = 0;

x > 0

,

2
66664
(1)

�
a = 0;

x > 0;

(2)

8<
:
a 2 R;

x =
3a+

p
9a2 + 4

2
:

Îòâåò:

2
666664

Åñëè a = 0; òî x > 0;

åñëè a 6= 0; òî x =
3a+

p
9a2 + 4

2
(åñëè â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå áûëî

îñòàâëåíî a 2 R; òî òàêîé îòâåò
ñ÷èòàëñÿ âåðíûì : x = 1 âõîäèò â x > 0:

2004 (èþëü)

Çàäà÷à �7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå�
1 + sin (3ax)

�p
5�x� x2 = 0:

èìååò ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ êîðíåé?

Ð å ø å í è å. Óðàâíåíèå (1 + sin 3ax)
p
5�x� x2 = 0 (�) îïðå-

äåëåíî íà îòðåçêå [0; 5�], è çíà÷åíèÿ x = 0 è x = 5� � äâà

ðåøåíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò a.
Åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå (�) èìååò âñåãî 2 ðåøåíèÿ.
Åñëè ïî óñëîâèþ óðàâíåíèå (�) èìååò ðîâíî 5 ðåøåíèé, òî

îñòàåòñÿ íàéòè òå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (�) èìååò
íà îòðåçêå [0; 5�] ðîâíî 3 ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò x = 0 è x = 5�.

Åñëè a > 0, òî 2 êîðíÿ óðàâíåíèÿ 1 + sin 3ax = 0 âèäà x =

=

�

3a

�
�1

2
+ 2n

�
ïðè n = 1, n = 2 è n = 3 äîëæíû áûòü ñòðîãî

ìåíüøå 5�, à ñëåäóþùèé êîðåíü ïðè n = 4 � áîëüøå èëè ðàâåí

5� )
�

3a

�
�1

2
+ 2 � 3

�
< 5� 6

�

3a

�
�1

2
+ 2 � 4

�
) 11

30
< a 6

15

30
:
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Åñëè a < 0, ïîëîæèì b = �a > 0. Òîãäà 3 êîðíÿ óðàâíåíèÿ

1 � sin 3bx = 0 âèäà x =
�

3b

�
1

2
+ 2n

�
ïðè n = 0, n = 1 è n = 2

äîëæíû áûòü ñòðîãî ìåíüøå 5�, à ñëåäóþùèé êîðåíü ïðè n =
= 3 � áîëüøå èëè ðàâåí 5� )

�

3b

�
1

2
+ 2 � 2

�
< 5� 6

�

3b

�
1

2
+ 2 � 3

�
) 9

30
< b 6

13

30
)

) �13

30
6 a < � 9

30
:

Îòâåò: �13

30
6 a < � 9

30
,
11

30
< a 6

15

30
.
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1993 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: x < �1; 0 < x < 1:

2: 2 arctg
� 3�

p
34

5
+ 2�n;

2 arctg
� 3 +

p
34

5
+ 2�n;

n 2 Z:
3: � 3 log

6
3:

4: 1; 9:

5: � 5 6 x < �3; 3 < x 6 5:

6:
p

2� 1=m :

7: Åñëè a < 3;
òî ðåøåíèé íåò;

åñëè a = 3; òî x = 0;
åñëè 3 < a 6 6;
òî x1 = a� 3;
x2 = (3� a)=3;
åñëè a > 6;
òî x1 = (a+ 3)=3;
x2 = (3� a)=3:

8:
p
k :

1993 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: � 1 < x < 0; x > 1:

2: 2 arctg
� 5�

p
29

2
+ 2�n;

2 arctg
� 5 +

p
29

2
+ 2�n;

n 2 Z:
3: log

15
(3=25):

4: 15:

5: x < �3; �1 < x 6 0:

6:
p
2� n :

7: Åñëè a < 1;
òî ðåøåíèé íåò;

åñëè a = 1; òî x = 0;
åñëè 1 < a 6 3;
òî x1 = (1� a)=2;
x2 = (a� 1)=4;
åñëè a > 3;
òî x1 = �(a+ 1)=4;
x2 = (a� 1)=4:

8: m2:

1993 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: 0 < x < 3:

2: � 7=6 + �n=3;

7=8 + �n=4; n 2 Z:
3: 33+

p
5:

4:
r ctg (�=2)

sin 2�
:

5: x < 0; x > 1:

6:
p
bc :

7: �
p
2 :
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8:

�
2R

p
r + r

p
3R + r

2(R� r)

�2
:

1993 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: x < 0; x > 1=5:

2: �=5� 6=5 + 2�n=5;
6=7 + 2�n=7; n 2 Z:

3: 72+
p
3:

4: sin 4' � tg':

5: 3=4 < x < 1; x > 1:

6: b2=c:

7: �
p
7 :

8:

�
2R

p
r � r

p
3R+ r

2(R� r)

�2
:

1994 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: �=8 + �n=4;
� �=12 + �n=2; n 2 Z:

2: 5:

3: 4:

4: 2 arctg (1=5);

�=2� 2 arctg (1=5):

5: (�5=2; 5=2) ; (�3=2; 5=2) :

6:
p

(b2 + c2)=5 :

7: (0; 1=2):

8: Sd=3:

1994 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: �=14 + �n=7;
�=6 + �n=3; n 2 Z:

2: 3:

3: � 16:

4: arcsin
17

13
p
2
� �

4
;

3�

4
� arcsin

17

13
p
2
:

5: (4;�2); (4; 0):

6:
p
5l2 �m2 :

7: (�1; 0); 9=8:

8: Sl=3:

1994 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: (1; 2):

2: arccos
3p
34
�

� arccos
5p
34

+ 2�n; n 2 Z:

3: 1; 3:

4: 2m2=
p
4m2 � n2 ;

2mn=
p
4m2 � n2 :

5: 3; 3�6:

6:
p
m2 + n2=2:

7: a > 14:

8: 2
p
3a2=(27 cos�):
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1994 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: (2=3; 1) :

2: arcsin
1p
17

+

+(�1)n arcsin
4p
17

+

+�n; n 2 Z:
3: � 3; �1:

4: an=(a� n):
5: 5�1; 57:

6:
p
4R2 �m2 :

7: b > �15:

8: b
p
3 �
p
b2 � h2=4:

1995 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: �n; ��=4 + �n; n 2 Z:
2: 93; 9�4:

3: � 4; 3:

4:
a cos�

sin (�+ �=4)
:

5: [�3;�1) [ (0; 2]:

6: 2 arctg (
p
3 cos'):

7: � 19=20:

8:

q
(b� c)2 + (b+ c)2 tg2 �

4 sin�
:

1995 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: � + 2�n; �=2 + 2�n; n 2 Z:
2: 43; 4�5:

3: � 5; 3:

4:
al

a

p
2� l

:

5: [�1; 0) [ (8; 9]:

6: arccos
�
(sin')=

p
2
�
:

7: 3=5:

8:

q
(m� n)2 + (m+ n)2 tg2 �

4 sin�
:

1995 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: 1:

2: 2:

3: x < �1; �2=3 6 x < 0:

4:
am sin�p

1 +m2 � 2m cos�
;

arcsin
m sin�p

1 +m2 � 2m cos�
.

5: � 3 < x < �14=5; x > 2:

6: bc=(b+ c)2:

7: 5�=6 + 2�n; � + 2�n;n 2 Z:

8:
nV

d (m+ n)
:
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1995 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: 2:

2: 1:

3: � 2 < x 6 �4=3; x > �1:

4:
1

2

p
m2 + n2 + 2mn cos� ;

arcsin
n sin�p

m2 + n2 � 2mn cos�
.

5: 5 < x < 41=8; x > 13:

6: lm=(l +m)2:

7: �=3 + 2�n;n 2 Z:

8:
3nV

2d (m+ n)
:

1995 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �n=3,
��=6 + �n; n 2 Z:

2: 0:

3: 0; 4:

4: 2R sin� sin (�+ �):

5: (0; 2):

6:
2

3
b3
�
1� ctg2

�

2

�
ctg

�

2
:

7: Åñëè a < �1; òî x > 1;
åñëè a > �1;
òî x > 1 + [(a+ 1) log

2
3)]2.

8:
p
mn :

1995 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �n=6,
(�1)n�=6 + �n; n 2 Z:

2: 2:

3: � 6; 0:

4:
r

4 sin
�

2
sin




2
sin

� + 


2

:

5: (0; 3):

6:
b
3
p
3 � tg��

4 + tg2 �
�3=2 :

7: Åñëèm < 2; òî x > �2;
åñëèm > 2;
òî x> [(m� 2) log

2
3)]2 � 2.

8:
p
cl :

1996 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: 2�n=3; �=6 + 2�n=3; n 2 Z:
2: x < 2; 2 < x < 3; x > 5:

3: log
7=10 2:

4: 60Æ:

5: �
�
55=8

�
:

6:
b
3

6
ctg

�

2

�
1� ctg2

�

2

�
:
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7: Åñëè 0 < a < 1,

òî 3 < x <
3 +

p
9 + 4a2

2
;

åñëè a > 1,

òî x >
3 +

p
9 + 4a2

2
.

8: arcsin (a=b):

1996 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: �=2 + �n; �=3 + �n; n 2 Z:
2: 2 < x < 3; 3 < x < 4:

3: log
3=4 4:

4: 3:

5: �
�
3�1=4

�
:

6:
l
3

54
ctg

�

2

�
3� ctg2

�

2

�
:

7: Åñëè 0 < b < 1,

òî x >
� 3 +

p
9 + 4b2

2
;

åñëè b > 1,

òî 0 < x <
� 3 +

p
9 + 4b2

2
.

8: a= sin�:

1996 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: (�1)n arcsin
�
2�

p
3
�
+ �n;

n 2 Z:
2: 5; 4:

3: � 5 < x < 5:

4: bd:

5: x < 0:

6: 4aR2=
�
16R2 � 3a2

�
:

7: 12:

8: Åñëè a 6= � 1�
p
5

2
,

òî ðåøåíèé íåò;

åñëè a =
� 1�

p
5

2
,

òî x =
� 3 +

p
5

2
;

åñëè a =
� 1 +

p
5

2
,

òî x =
� 3�

p
5

2
.

1996 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: � arccos
�
1�

p
2
�
+ 2�n;

n 2 Z:
2: 8; 2:

3: � 5 < x < 5:

4: S=m:

5: x > 1:

6: bR2=
�
9R2 � 2b2

�
:

7: 27
p
3=4:
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8: Åñëè b 6= 1�
p
3

2
,

òî ðåøåíèé íåò;

åñëè b =
1�

p
3

2
,

òî x =
3�

p
3

2
;

åñëè b =
1 +

p
3

2
,

òî x =
3 +

p
3

2
.

1996 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �n=2;
(�1)n�=30 + �n=5; n 2 Z:

2: � 1 < x < 0; 1 < x < 4:

3: 1:

4: 25=8:

5: (�2; �2); (�2; 2).

6: d3 sin� sin


q
cos2 
 � sin2 � = d3 sin� sin


q
cos2 � � sin2 
:

7. d
p

2 + d=c :

8: Åñëè a < �1; a = 0; a > 1;
òî 2 ðåøåíèÿ;

åñëè a = �1, òî 4 ðåøåíèÿ;
åñëè �1 < a < 1; a 6= 0;
òî 6 ðåøåíèé.

1996 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �=2 + �n;

(�1)n�=24 + �n=4; n 2 Z:

2: � 2 < x < �1; 2 < x < 4:

3: 3:

4: 25=2:

5: (�3; �1); (3; �1):

6: H3
sin


sin
2
�

p
cos2 � � sin2 
 :

7: k
p

2 + k=l :

8: Åñëè �1< a< 1; a = �
p
2;

òî 4 ðåøåíèÿ;

åñëè a = �1, òî 5 ðåøåíèé;
åñëè a < �1; a > 1,
a 6= �

p
2, òî 6 ðåøåíèé.

1997 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: �n; ��=8 + �n=2; n 2 Z:
2: x < �3; �2 < x < 3:

3: � 10; �3; 2:

4: 12:

5: � 1 < x < 0; x > 2:

6: n :m:
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7: 1 < a < 2: 8: 3
p
2 :

1997 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: �n; �=4 + �n; n 2 Z:
2: � 5 < x < �1; x > 5:

3: � 3; �2; 1:

4: 8:

5: x < 0; 1 < x < 2:

6: 1 : k:

7: 1 < b < 5:

8:
p
38 :

1997 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: �=8 + �n=4;
� 5�=12 + �n; n 2 Z:

2: � 2:

3: x 6 0; x > 5=2:

4: 6:

5: � 1 < x < �5=6:

6: 14:

7: a < �1=2; a > 2=3:

8:
1

3
r3 cos2

�

2

p
1� 2 cos� :

1997 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: �=14 + �n=7;
(�1)n�=6 + �n=2; n 2 Z:

2: 0:

3: x 6 �9=8; x > 0:

4: 3:

5: 29=7 < x < 5:

6: 16:

7: a 6 �2=3; a > 3=2:

8:
4

3
r3 cos2

�

2

p
� cos� :

1997 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �=4 + �n=2; n 2 Z:
2: 1=(1� log

2
3) = log

2=3 2:

3: 6 6 x < 4
7+

p
13

2 + 5:

4: (1 +
p
3)=2:

5: (1=2; 7=2) :

6: 77
p
30=120:

7: Åñëè a < �4,

òî 5�
�
a+ 3

a+ 4

�
2

< x 6 5;

åñëè �4 6 a < �3; òî x 6 5;
åñëè a > �3;

òî x < 5�
�
a+ 3

a+ 4

�
2

.

8: ab=c:
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1997 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �n; n 2 Z:
2: 1=(1� log

3
5) = log

3=5 3:

3: �3 6 x < 3
19�5

p
13

2 � 4;

x > 3
19+5

p
13

2 � 4:

4: 1�
p
6=6:

5: (1=2; 9=2) :

6: 14
p
3=3:

7: Åñëè a 6 3;

òî x < 4�
�
a� 3

a� 4

�
2

,

åñëè 3 < a 6 4; òî x 6 4;
åñëè a > 4,

òî 4�
�
a� 3

a� 4

�
2

< x 6 4:

8: ac=b:

1998 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: �n=2; n 2 Z:
2: 2 +

p
10=10:

3: (�1;�5)
S

(�3=2; 0):

4:
p
30 � 4

p
2:

5: x = 0; y = �1:

6: 6
p
3 :

7: (b=2) sin�:

8: [�13=3; 4):

1998 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: �n=2; �n=3; n 2 Z:
2: 5=2� 7

p
5=10:

3: (�1;�4)
S

(�1=2; 0):

4: 2
p
20:

5: x = 2; y = 3:

6: 3
p
17 :

7: (a=2) sin�:

8: [�7=2; 9):

1998 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: �=6 + �n=3;
(1=2) arctg 2 + �n=2; n 2 Z:

2: x < �2+ 2
p
2; x > �1+

p
5:

3: 4:

4: 2
p
15 :

5: 0 6 x < 1:

6: 9
p
3=2:

7: a > �2
p
2 :

8: 2bc=(b+ c):
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1998 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: �n=3;

arctg (�2) + �n; n 2 Z:

2: x <
� 3 +

p
21

2
;

x >
� 1 +

p
13

2
:

3: 3=2:

4: 18
p
5 :

5: 0 6 x < 1:

6: 16:

7: b > �1=
p
3 :

8: a (b� a)=(b+ a):

1998 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �=2 + �n; �n=7; n 2 Z:
2: 1; 5:

3: x < 1=2:

4:
b � sin� � sin�
3 sin(�+ �)

:

5: x = �1; y = 0:

6: 2R2 cos� � sin
�
�

4
+
�

2

�
�

� cos
�
�

4
� �

2

�
=

= R2 cos� � (1 + sin�).

7: Åñëè 0 < a < 1,

òî x < loga
5

2� a ;
åñëè 1 < a < 2,

òî loga
5

2
< x < loga

5

2� a ;

åñëè a > 2; òî x > loga
5

2
:

8:

r
8(1� cos�)

1 + 2 cos�
=

=
4 sin(�=2)q

3� 4 sin
2
(�=2)

:

1998 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �n; �=14 + �n=7; n 2 Z:
2: 5; 9:

3: x > 3=2:

4:
b � sin� � sin�
3 sin (�+ �)

:

5: x = 1; y = 0:

6: 2R2 cos� � sin
�
�

4
+
�

2

�
�

� cos
�
�

4
� �

2

�
=

= R2 cos� � (1 + sin�).

7: Åñëè 0 < a < 1,

òî x < loga
8

3� a ;
åñëè 1 < a < 3,

òî loga
8

3
< x < loga

8

3� a ;

åñëè a > 3; òî x > loga
8

3
:

8:

r
2(1 + 2 cos�)

1� cos�
=

=

q
3� 4 sin

2
(�=2)

sin (�=2)
:
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1999 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: �=10 + �n=5;
(�1)n�=6 + �n; n 2 Z:

2: 2:

3: (�2;�5 +
p
58):

4: (36
p
3� 4)=121:

5: x = �1; y = �2:

6: b
p
a=c :

7: Åñëè 0 < a < 1; 1 < a 6 4;
òî x = a+ 4;
åñëè a > 4;
òî x1 = �a; x2 = a+ 4:

8: 4�b
cos�

cos (�=2)
:

1999 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: �n=5;
(�1)n+1�=42 + �n=7; n 2 Z:

2: 1:

3: (�1; 5�
p
129):

4: (21 + 8
p
3)=3:

5: x = 2; y = �2=3:

6: c (a=b)2:

7: Åñëè �1 < a < 5;
òî x = a+ 4;
åñëè a 6 �1; a > 5;
òî x1 = �a; x2 = a+ 4.

8: �h
p

9� 3 tg2(�=2) :

1999 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: �+2�n; ��=3+2�n; n 2 Z:
2: (1 +

p
137)=2:

3: (�2;�1):

4: 4=5:

5: x = 1; y = 4:

6: p (2q + p)=(p+ q):

7: � 2; 1:

8: a (24� 3
p
38)=13 =

=
3a
p
2

p
2 + ctg

 
1

2
arctg

p
2

6

! :

1999 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: 4�n=3; 2�=5+4�n=5; n 2 Z:
2: (5 +

p
113)=2:

3: (�2;+1):

4: 2:

5: x = 2; y = 1:

6: q2=(2q � p):

7: 0; 1:

8: b (8�
p
22)=7 =

=
b

p
2

p
2 + ctg

 
1

2
arctg

3
p
2

2

! :

6 Ã.Í. Ìåäâåäåâ
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1999 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �=4 + �n=2;
��=21 + 2�n=7; n 2 Z:

2: x < 2; x > 16=5:

3: 1:

4: x = log
2
5; y = log

5
2:

5: �
p
5 :

6:
p
a2 � bc :

7: arccos

p
73� 1

9
=

= 2arccos

r
8 +

p
73

18
:

8: 1) Åñëè 0 < b < 1=2;
òî �7b < x < �1,
1 < x < 7b;
åñëè b > 1=2;
òî x < �7b; x > 7b:
2) Ïðè b = 1.

1999 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �=6 + �n=3;
(�1)n�=12 + �n=2; n 2 Z:

2: x < �17=8; x > �3=2:

3: 1:

4: x = log
7
3; y = log

3
7:

5:
p
10 :

6:
�
k2 �m2

�
=b:

7: arccos

p
5� 1

2
=

= 2arccos

r
1 +

p
5

4
:

8: 1) Åñëè 0 < n < 1=4;
òî �22n < x < �1,
1 < x < 22n;
åñëè n > 1=4;
òî x < �22n; x > 22n:
2) Ïðè n = 1=2.

2000 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: 2�n=7; 2�n=3; �n=2; n 2 Z:
2: log2

5
8:

3: x > (5�
p
21)=2:

4: arccos
4a2 + c

2 � 4m2

4ac
:

5: x = 2; y = 3:

6: 2:

7: 0 < b < 1=50; b > 25=2:

8: 4 : 3:

2000 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: �n; �=5 + 2�n=5;

�=3 + 2�n=3; n 2 Z:

2: log2
3
12 = (1 + log

3
4)2:

3: x > 4�
p
7:
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4:
bl

2b cos (�=2)� l :
5: x = 3; y = 1:

6:
p
13=3:

7: 0 < a < 1=4; a > 4:

8: 3 : 7:

2000 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: � 1

2
arccos

3�
p
17

4
+ �n;

n 2 Z:
2: x 6 (1�

p
29)=2; x > 22=7:

3: 2 log
2

p
2 +

p
6

2
:

4: 101=179:

5: 11=15; (�5 +
p
113)=4:

6: 2
p

119=55 :

7: 1) Åñëè 2 < a < 3,
òî x 6 loga�2

2a; x > 0;
åñëè a = 3; òî x > 0;
åñëè a > 3; òî
0 6 x 6 loga�2

2a:
2) Ïðè a = 3 +

p
5 .

8:
p
a(a� b) :

2000 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: (�1)n arcsin
1�

p
3

2
+ �n;

n 2 Z:
2: x 6 (1�

p
13)=2; x > 11=5:

3: 2 log
7

p
7 +

p
11

2
:

4: 71=76:

5: � 6=7; (�5 +
p
73)=4:

6: (1=4)
p

113=2 :

7: 1) Åñëè 1 < a < 2,
òî x 6 loga�1

3a; x > 0;
åñëè a = 2; òî x > 0;
åñëè a > 2; òî
0 6 x 6 loga�1

3a:
2) Ïðè a = (5 +

p
21)=2.

8:
p
ab :

2000 (èþëü). Âàðèàíò 1

1:
1

8
(�1)n+1 arcsin

4

5
+
�n

8
;

n 2 Z:
2: (1 +

p
11)=2:

3: 2�
p
2 < x < 5=3;

2 < x < 2 +
p
2 :

4: 110%:

5: 1 6 x 6 log
2
3:

6:
�
b2 � c2

�
=b:

7: 1 6 a 6 5=2:

8: 2
p
35 :

6*
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2000 (èþëü). Âàðèàíò 2

1:
1

8
(�1)n arcsin

2

5
+ �n=8;

n 2 Z:
2: (7 +

p
11)=2:

3: 3=2�
p
3=2 < x < 3=2;

7=4 < x < 3=2 +
p
3=2:

4: 88%:

5: � 1 6 x 6 � log
7
5:

6:
�
m2 � n2

�
=n:

7: � 2 6 a 6 �4=3:

8:
p
71 :

2001 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: 3 6 x < 4:

2:
� 2�

p
4 + 3�n

3
;

n > 0; n 2 Z:
3: 2 log

2
5; log

5
2:

4: 3
p
3 :

5: �
p

15=2 < x < �1;

1 < x <
p

15=2 :

6: (3 + 2
p
3)a:

7: Åñëè a < 0; òî x > 4a2 � 2a;

åñëè a > 0; òî x >
a
2

25
� 2a:

8: ln=m:

2001 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: x < �8; x > 2:

2:
3�

p
9 + 8�(1 + 2n)

8
; n > 0;

n 2 Z:
3: log

4
5; 4 log

5
2:

4: 14:

5: �
p

34=5 < x < �
p

3=5 ;p
3=5 < x <

p
34=5 :

6: (7 + 2
p
3)a:

7: Åñëè a < 0; òî x <
a

3
� a

2

48
;

åñëè a > 0; òî x <
a

3
� a

2

3
:

8: ad=c:

2001 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: � �=6 + �n; �=12 + �n=2;

n 2 Z:
2: � (3 +

p
13)=2 < x 6 2:

3: � 2 < x < 0; 3 < x < 5:

4: b � cos� cos (�+ 
)=sin
:

5: x=(�1)narcsin
�
2�

p
35=2

�
+

+ �k;

y = �2�=3 + 2�n; k; n 2 Z:

6: 9=7:
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7: Åñëèm = 0; òî x = �3;
åñëèm = �1;
òî x = (3� 2

p
2)=2;

åñëèm = �2;
òî x = �(3�

p
5)=2;

åñëèm = �3; òî x = 3=2:

8: �:

2001 (ìàé). Âàðèàíò 2

1:��=24+�n=2; 7�=36+�n=3;
n 2 Z:

2: � 2 6 x < (�1 +
p
5)=2:

3: � 3 < x < 0; 1 < x < 2:

4: m � cos� cos (�+ �)=sin�:

5: x = (�1)n+1�=6 + �k;

y = � arccos
�
2�

p
35=2

�
+

+ 2�n; k; n 2 Z:
6: 4:

7: Åñëè n = 0; òî x = �2;
åñëè n = �1;
òî x = (2�

p
3)=2;

åñëè n = �2; òî x = �1:

8: �:

2001 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: � 3 + �n; n 2 Z:
2: (3 +

p
57)=8 < x < 4;

x < 1=2:

3: � 2; 1=3:

4: b
p
pq=2:

5: x < �2:

6: 112=9:

7: Åñëè a = ��
2
+ 2�n; n 2 Z;

òî x =
3�

2
;

ïðè äðóãèõ a ðåøåíèé íåò.

8: �=4:

2001 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: 3=4 + �n=4; n 2 Z:
2: 5=3 < x < (11�

p
37)=2;

x > 4:

3: � 3; 1=2:

4: b
p
ac=2:

5: x > 3:

6: 15=2:

7: Åñëè a = 2�n; n 2 Z;
òî x = 2�;
ïðè äðóãèõ a ðåøåíèé íåò.

8:
p
3 :
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2002 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1:
�

4
+
�n

2
; (�1)n arcsin

�
�

4

�
+

+ �n; n 2 Z:
2: 2:

3: � 2�
p
13 6 x < �3;

0 < x 6 �2 +
p
13 :

4: 4:

5: x1 = 0; y1 = 0;
x2 = �2

p
11 ; y2 = �

p
11 :

6: 2 arcsin
�
sin2(�=2)

�
:

7: Åñëè a < �2; a > 0, òî

x1 = 32
p

(a 2+2a)=2;

y1 = 32
p

(a 2+2a)=2;

x2 = 3�2

p
(a 2+2a)=2;

y2 = 3�2

p
(a 2+2a)=2;

åñëè a = �2 èëè a = 0,
òî x = 1; y = 1;
åñëè �2 < a < 0,
òî ðåøåíèé íåò.

8:
p

(b2=2)� a2 :

2002 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1:
�n

6
; � arccos(

�

6
) + 2�n;

n 2 Z:
2: 0:

3: 4 < x < 6:

4: 5 +
p
13 :

5: x1 = 0; y1 = 0;
x2 = �

p
17 ; y2 = 3

p
17 :

6: arcsin

�
1

2 cos (�=4)

�
:

7: Åñëè a < 0; a > 2, òî

x1 = 53
p

(a 2�2a)=2;

y1 = 5�3

p
(a 2�2a)=2;

x2 = 5�3

p
(a 2�2a)=2;

y2 = 53
p

(a 2�2a)=2;
åñëè a = 0 èëè a = 2,
òî x = 1; y = 1;
åñëè 0 < a < 2,
òî ðåøåíèé íåò.

8:
p

(l2=2)� k2 :

2002 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: 5:

2:
�

4
+ �n; ��

3
+ 2�n; n 2 Z:

3: � 5; (�1 +
p
17)=2:

4:
p
7=2:

5: x = 1; y = 1=243:

6: 9=4:

7: Åñëè a 6 �3; òî
a� 1<x<0; x > �(a+ 3);
åñëè �3 < a < �1; òî
a� 1<x<�(a+ 3); x > 0;
åñëè a = �1; òî x > 0;
åñëè �1 < a < 1; òî
�(a+ 3)<x<a� 1; x > 0;
åñëè a > 1; òî
�(a+ 3)<x<0; x > a� 1:

8: 4=3; 8
p
5=15:



Îòâåòû 167

2002 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: 2:

2:
�

4
+ �n; ��

6
+ �n; n 2 Z:

3: � 15; �1 + 2
p
13 :

4:
p
2 :

5: x = 1; y = 1=5:

6: 9=16:

7: Åñëè a < 1; òî
x < a� 1; 0 < x < 3� a;
åñëè 1 6 a < 2; òî
x < 0; a� 1 < x < 3� a;
åñëè a = 2; òî x < 0;
åñëè 2 < a 6 3; òî
x < 0; 3� a < x < a� 1;
åñëè a > 3; òî
x < 3� a; 0 < x < a� 1:

8:
p
5=3; 2=3:

2002 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �=2 + �n; (�1)n�=6 + �n;

n 2 Z:
2: x < 1; 3 < x 6 5:

3: 0 < x < log
2=3(1=3):

4: 9=4:

5: 3; 9; 27; 27; 9; 3:

6:
p
102=4:

7: 1) Åñëè �3 < a < 1; òî
x 2 R;
åñëè a 6 �3; a > 1; òî

x < 3�
p
a2 + 2a� 3;

x > 3 +
p
a2 + 2a� 3;

2) �1�
p
6 < a 6 �3;

1 6 a < �1 +
p
6:

8: 12:

2002 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �n=3; ��=18 + 2�n=3;

n 2 Z:
2: 1=2 6 x < 2; x > 5:

3: log
3=5 2 < x < log

3=5(1=5):

4: 20:

5: 6; 9; 12; 18; 9; 0:

6: 3
p
3 :

7: 1)Åñëè �3 < a < 1;
òî x 2 R;
åñëè a 6 �3; a > 1;

òî x < 2�
p
a2 + 2a� 3;

x > 2 +
p
a2 + 2a� 3;

2)�1�
p
8 < a 6 �3;

1 6 a < �1 +
p
8:

8: 2=5:
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2003 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: (�1)n�=18 + �n=3;

�=2 + 2�n; n 2 Z:

2: x < �3; �3 < x < �2:

3: 0 < x 6 1=5; x > log
5
6:

4: (�1 +
p
33)=2:

5: (�2; 3); (2; 3):

6: 7:

7: Åñëè b = 0, òî
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0;
åñëè 0 < b < 1, òî
ðåøåíèé íåò;

åñëè 1 6 b < 2
2

3 ,

òî äâà ðåøåíèÿ

x =

2
4b�

q
2
p
b� b2

2

3
5
2

;

åñëè b = 2
2

3 , òî åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x = 2�
2

3 ;

åñëè b > 2
2

3 , òî ðåøåíèé íåò.

8: 15
p
3=4;

p
6 :

2003 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: �=6 + 2�n=3;

� �=3 + 2�n; n 2 Z:

2: 1=2 < x < 2; x > 2:

3: 0 < x 6 log
3
8; x > 3:

4: (�1 +
p
76)=5:

5: (3;�2); (3; 2):

6: 11:

7: Åñëè b = 0, òî
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0;
åñëè 0 < b < 1=2, òî
ðåøåíèé íåò;

åñëè 1=2 6 b < 2�
1

3 ,

òî äâà ðåøåíèÿ

x =

2
42b�

q
2
p
2b� 4b2

2

3
5
2

;

åñëè b = 2�
1

3, òî åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå x = 2�
2

3

åñëè b > 2�
1

3, òî ðåøåíèé íåò.

8: 27=2;
p
6:
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2003 (ìàé). Âàðèàíò 1

1: � arccos (�=18) + 2�n;
� arccos (5�=18) + 2�n;
n 2 Z:

2: (3=2; 0):

3: x < �8;
(�5�

p
5)=2 < x < �3;

� 2 < x < (�5 +
p
5)=2;

x > 3:

4: (m+ n)=(m+ l):

5: x 6 �5; x > 1=2:

6: 1=(1 + sin (�=2)):

7: Åñëè 0 < a < 1,
òî a4 < x < 1, x > 1;
åñëè a > 1,
òî 0 < x < 1, 1 < x < a4.

8: 2a
p

3=23 :

2003 (ìàé). Âàðèàíò 2

1: (�1)n arcsin (�=6) + �n;

(�1)n+1 arcsin (�=6) + �n;

n 2 Z:
2: (0; 1=2):

3: x < �3;
(7�

p
5)=2 < x < 3;

4 < x < (7 +
p
5)=2;

x > 10:

4: (b+ d)=(b+ c):

5: 1=2 6 x 6 2:

6: 1=(1 + sin (�=2))2:

7: Åñëè 0 < b < 1,
òî 0 < x < 1, 1 < x < b�4;

åñëè b > 1,
òî b�4 < x < 1, x > 1.

8: (5b=2)
p

3=26 :

2003 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: � �=4 + �n; n 2 Z:

2: x 6 �3=4; x > 1=2:

3: log
3
(28=27) < x < log

3
10:

4: 8:

5: x = �2; y = �3;
x = 10=3; y = 7=3:

6: 2R sin (�=2):

7: Åñëè a = 1=3;
òî x < �3; 1=3 < x < 1,
x > 1;
åñëè a < �3;
òî x < a; x > �3;
åñëè a = �3;
òî x < �3; x > �3;
åñëè �3 < a < 1=3,
a > 1=3;
òî x < �3; x > a:

8: 175=24:
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2003 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: � �=6 + �n; n 2 Z:

2: � 1=4 6 x 6 11=40:

3: log
2
(65=32) < x < log

2
6:

4: 6:

5: x = 4; y = �3;
x = �8=3; y = 11=3:

6: a=(2 sin (�=2)):

7: Åñëè a = 1=5;
òî x < �5; 1=5 < x < 2,
x > 2;
åñëè a < �5;
òî x < a; x > �5;
åñëè a = �5;
òî x < �5; x > �5;
åñëè �5 < a < 1=5,
a > 1=5;
òî x < �5; x > a:

8: 245=36:

2004 (ìàðò). Âàðèàíò 1

1: � �

4
+ (�1)n arcsin

3

4
+ �n;

n 2 Z:

2:
1�

p
13

2
< x < 0;

1 < x <
1 +

p
13

2
:

3: �
p
10 < x < �3;�1 < x < 0;

0 < x < 1; 3 < x <
p
10:

4: 13=16:

5: x1 =
3

2
; y1 =

1

2
;

x2 =
3

2
� log

3
2,

y2 =
1

2
+ log

3
2:

6: 35=2:

7: Åñëè a = 0; òî x > 0;
åñëè a 6= 0; òî

x =
5a+

p
25a2 + 4

2
:

8: arctg
2

3
:

2004 (ìàðò). Âàðèàíò 2

1: � �

10
�arccos

4

7
+2�n;n 2 Z:

2: 1�
p
5 < x < 0;

2 < x < 1 +
p
5:

3: �
p
17 < x < �4; �1 < x < 0;

0 < x < 1; 4 < x <
p
17 :

4: 91=110:

5: x1 =
1

2
; y1 =

3

2
;

x2 =
1

2
+ log

7
4;

y2 =
3

2
� log

7
4:

6: 35=11:
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7: Åñëè a = 0; òî x > 0;
åñëè a 6= 0; òî

x = 3a+
p
9a2 + 1 :

8: arctg 2:

2004 (èþëü). Âàðèàíò 1

1: �=12 + �n=6; �=2 + �n;
n 2 Z:

2: � 1 < x < 1; 5 < x < 7:

3: 2 < x < 1 +
p
3 :

4: � 1 +
p
6 :

5: x =
1 +

p
13

4
;

y =
� 5 +

p
13

2
:

6: 24:

7: � 13

40
6 a < � 9

40
;

11

40
< a 6

15

40
:

8:
p
14=6:

2004 (èþëü). Âàðèàíò 2

1: �n=6; n 2 Z:

2: 0 < x < 1; 3 < x < 4:

3: 3 < x < 2 +
p
5 :

4: � 3 +
p
30 :

5: x =
1�

p
13

2
;

y =
� 5�

p
13

8
:

6: 20:

7: � 11

12
6 a < � 7

12
;

5

12
< a 6

9

12
:

8: 1:
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