
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 4 3ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀÓÄÊ 517.958; 621.372.8 Î ÑÏÎÑÎÁÅ ÏÎÂÛØÅÍÈß ÍÈÆÍÅÉ ��ÀÍÈÖÛÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎ�Î ÑÏÅÊÒ�À Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÉÒÅÎ�ÈÈ ÂÎËÍÎÂÅÄÓÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌÌ.Ä. Ìàëûõ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: malykham�mtu-net.ru�àññìîòðåíà çàäà÷à î âîçáóæäåíèè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â âîëíîâîäå. Ïîêà-çàíî, ÷òî íåýêâèâàëåíòíàÿ åé çàäà÷à, íèæíÿÿ ãðàíèöà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà êîòîðîéâûøå, ÷åì ó èñõîäíîé, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �ðåäãîëüìî-âîñòè. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî íå èñïîëüçóåò íè áåñêîíå÷íûõ ñóìì, íè ñïåöè�è÷åñêèõ�óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïîñêîëüêó ëîêàëèçîâàííûé â ïðîñòðàíñòâå âîë-íîâîäà òîê jei!t ñîçäàåò ïîëå â äàëüíåé çîíå ïðè÷àñòîòàõ, áîëüøèõ ïåðâîé ÷àñòîòû îòñå÷êè, ýòî ïîëåçàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà L2 ,è ïîòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �ðåäãîëüìîâîé ðàçðå-øèìîñòè çàäà÷è î âîçáóæäåíèè óñòàíîâèâøèõñÿ êî-ëåáàíèé ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûå âñïî-ìîãàòåëüíûå çàäà÷è, òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îòðå-çàÿ áåñêîíå÷íóþ ÷àñòü îáëàñòè è ïîäíèìàÿ íèæíþþãðàíèöó íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà [1, 2℄. Îáû÷íî ïðèýòîì ñòðåìÿòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíò-íóþ çàäà÷ó, ò. å. ÷òîáû ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ îä-íîé èç íèõ âëåêëî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äðóãîé,æåðòâóÿ ïðîñòîòîé çàäà÷è. Èç-çà ýòîãî âîçíèêàþòñëîæíûå �óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ �óíêöèîíàëüíîãîàíàëèçà (òåîðèè âîçìóùåíèé, íàïðèìåð) ïðåäñòàâ-ëÿåò îòäåëüíóþ è â îáùåì âèäå äî ñèõ ïîð íåðåøåííóþ çàäà÷ó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîæåðòâóåìêàê ðàç ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåìåøàåò äîêàçàòåëüñòâó �ðåäãîëüìîâîñòè.Â êà÷åñòâå âîëíîâåäóùèé ñèñòåìû ðàññìîòðèìñëåäóþùèé äîñòàòî÷íî îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü X �îáëàñòü â Rn , ñîñòîÿùàÿ èç êîìïàêòíîé îáëàñòè X0(ðåçîíàòîðà) è öèëèíäðà X1 ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿS ; ïóñòü q � âåùåñòâåííàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàïîëíåíèå âîëíîâîäà,à f � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñ-ïðåäåëåíèå òîêà âíóòðè âîëíîâîäà. Ïóñòü, äàëåå,íîñèòåëè supp(q � 1) è supp f ëåæàò â ðåçîíàòîðå.Íàïðàâèì îñü Ox ïî îñè öèëèíäðà, à ïåðåìåííûå,ìåíÿþùèåñÿ âäîëü ñå÷åíèÿ öèëèíäðà S , îáîçíà÷èìêàê y . Ïóñòü X âûõîäèò íà öèëèíäð ïðè x = a0 .Äàëåå, îáîçíà÷èì êàê  n è �n ñîáñòâåííûå �óíê-öèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà

ñå÷åíèè S , ò. å.� +�2 = 0,  2 ÆW 12(S).Çàäà÷ó î âîçáóæäåíèè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèéâîçüìåì äëÿ ïðîñòîòû â ñêàëÿðíîé ïîñòàíîâêå(�u+ �qu = f , x 2 X,u= 0, x 2 �X, (1)ñ ïàðöèàëüíûìè óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ. Ïîíÿòèåîáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿu = v+w,ãäå v 2 ÆW 12(X), à w � îäèí ðàç íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì wj�X = 0 è ïàðöèàëüíûì óñëîâèÿì èçëó-÷åíèÿw = Xn: �>�21Kneip���21 jxj n(y) + ÆW 12(X), (x, y) 2 X1,íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì (1), åñëèZX d� u(�+ �q)g� � fg� = 0 8 g 2C10 (X), (2)ãäå d� = dx dy � ýëåìåíò îáúåìà îáëàñòè X .Ïðè � < �21 îáîáùåííîå ðåøåíèå u ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòî ýëåìåíòîì ÆW 12(X). Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå â ñèëóòåîðåìû �èññà çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàêu� �Au = Hf ,ãäå A è H � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû è, êàêè â ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ â [3℄ è â [4℄,�ess(A) = [�21,1).Ïîýòîìó ïðè � < �21 çàäà÷à (1) � �ðåäãîëüìîâà âãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ÆW 12(X), ò. å. ïðè äàííîì2 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



4 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 4� èëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå åå ðåøåíèå èç êëàñ-ñà ÆW 12(X), èëè èìååòñÿ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå èçÆW 12(X) îäíîðîäíîé çàäà÷è. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåò-ñÿ ëîâóøå÷íîé ìîäîé, îòâå÷àþùåé èçîëèðîâàííîìóñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � .Äëÿ òîãî ÷òîáû àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåòü ñëó-÷àé � 2 (�21,�22), íóæíî ïîäíÿòü íèæíþþ ãðàíèöóíåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ñ ýòîé öåëüþ çàäàäèìñÿ ïðî-èçâîëüíûì ÷èñëîì a> a0 è ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîåïðîñòðàíñòâî H , îáðàçîâàííîå âñåìè �óíêöèÿìèv 2 ÆW 12(X), äëÿ êîòîðûõZS v(x, y) 1(y)dy = 0 8 x > a.Â ñèëó òåîðåìû î ñëåäàõ ýòî óñëîâèå èìååò ñìûñëâî âñåì ÆW 12(S). �àññìîòðèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâåH îáîáùåííóþ çàäà÷óZX d�(rg,rv)� �qg�v+ g�f = 0 8 g 2 H. (3)Â ñèëó òåîðåìû �èññà ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòüçàïèñàíà êàê v� �Av = Hf ,ãäå A è H � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðûè �ess(A) = [�22,1). Ïîýòîìó ïðè ðàññìàòðèâàå-ìûõ � ýòà çàäà÷à �ðåäãîëüìîâà. �åøåíèå çàäà÷è(3) áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü êàê v = v(a),óêàçûâàÿ ëèøü íà ñóùåñòâåííóþ äëÿ âñåãî äàëü-íåéøåãî çàâèñèìîñòü îò a .�åøåíèå ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) íåÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ðåøåíèåì (1), íî ïðè åãî ïîìîùèìîæíî òàêîâîå ïîñòðîèòü.Ò å î ð å ì à. Åñëè ïðè äàííîì � 2 (�21,�22) è ïðèíåêîòîðûõ a1 è a2 ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ v(a1)è v(a2) çàäà÷è (3) ïðè a = a1 è a = a2 ñîîòâåò-ñòâåííî, òî è çàäà÷à Äèðèõëå (1) èìååò ðåøåíèå,êîòîðîå âíóòðè ðåçîíàòîðà åñòü ëèíåéíàÿ êîì-áèíàöèÿ v(a1) è v(a2) .Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü v = v(a) è f �âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïî-äîáðàòü òàêóþ ýëåìåíòàðíóþ �óíêöèþ w(x), ÷òî�óíêöèÿ u = v+ 1(y)w(x)áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþZX d� (rg,rv)� �qg�v+ g�f = 0 8 g 2C10 (X).Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ãëàäêèõ �óíê-öèé, íîñèòåëü êîòîðûõ ëåæèò â îáëàñòè jxj 6 a ,ïðèíàäëåæèò H , �óíêöèÿ v 2 H � ÆW 12(X) óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèþZX d� (rg,rv)� �qg�v+ g�f = 0 8 g 2C10 (X0).

(Îòñþäà â ñèëó ëåììû Âåéëÿ âèäíî, ÷òî v(a) �êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â ðåçîíàòîðå.)Â öèëèíäðå X1 , ãäå q � 1, âåðíî è óðàâíåíèåZX d�(rg(x) n,rv)� �g(x) nv = 0äëÿ ëþáîé g ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è n > 1. Ïðèn = 1 âûðàæåíèå g(x) 1(y) ïðèíàäëåæèò H ëèøüâ ñëó÷àå, êîãäà g(x)� 0 ïðè x > a .Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèþv1(x) = ZS dyv 1ìîæíî íàéòè ÿâíî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ,à èìåííî, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþv001 + (���21)v1 = 0ïðè a0 < x < a , è v 2 H äàåò v1(x) � 0 ïðè x > a ,ïîýòîìóv1(x) =8<:k sin �q���21(x� a)� , x 2 (a0,a),0, x > a,ãäå k � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿ-ùàÿ îò a,� è f . Ïîëîæèìu = v+w(x) 1(y),ãäå w(x) = h(x� a)k sin �q���21(x� a)� ,h � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ò. å. ïðîäîëæèì v1(x)ñèììåòðè÷íî ÷åðåç òî÷êó x = a . Ïî ïîñòðîåíèþî÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèåZX d� (rg(x) 1,ru)� �g(x) 1u = 0óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè âñåõ g(x) ñ êîìïàêòíûì íîñè-òåëåì è g(a) = 0.Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå èçëèøíå. Äëÿýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ g(x) ñ íîñèòåëåìâ (a0,a0 + 2(a� a0)) è, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî â ýòîéîáëàñòè w(a+ t) =�w(a� t), ïîëó÷èìZX d� (rg(x) 1,ru)� �g(x) 1u== a�a0Z0 dt [g(a+ t)� g(a� t)℄0w0�� (���21)[g(a+ t)� g(a� t)℄w = 0,



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2006. � 4 5ïîñêîëüêó g(a+ t)� g(a� t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðèt = 0, ò. å. x = a .Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè  n äîêàçàííîå ìîæíîîáúåäèíèòü â ðàâåíñòâîZX d� (rg(x) n,ru)� �g(x) nu= 08 g 2C10 (a0,1), n= 1, 2 . . . ,îòêóäà â ñèëó ïîëíîòû  n â ÆW 12(S) âèäíî, ÷òîZX d� (rg,rv) + �qg�v+ g�f = 0 8 g 2C10 (X1).2. �åøåíèå u(a), ïîñòðîåííîå âûøå, íå óäîâëå-òâîðÿåò ïàðöèàëüíûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ. Âìåñòîíèõ âåðíî óñëîâèåu= k(a) sin �q���21(x� a)�+ ÆW 12(X),ãäå k(a) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ, âîîáùåãîâîðÿ, îò a . �àññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíóþ êîìáè-íàöèþ äâóõ òàêèõ �óíêöèéU := 1u(x, y;a1) + 2u(x, y;a2).Â ñèëó ëèíåéíîñòè âñåõ çàäà÷ U áóäåò ðåøåíèåì(1) ëèøü åñëè 1 + 2 = 1.Ïîêàæåì, êàê ïîäîáðàòü ýòè êîíñòàíòû òàê, ÷òîáûU óäîâëåòâîðÿëà è ïàðöèàëüíûì óñëîâèÿì èçëó÷å-íèÿ U = Keip���21 x + ÆW 12(X).Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå8><>:k(a1)e�i1a11 + k(a2)e�i1a22�K = 0,k(a1)e+i1a11 + k(a� 2)e+i1a22 = 0,1 + 2 = 1, (4)îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåík(a2)ei1a2 � k(a1)ei1a1

è ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü ïðè âåùåñòâåííûõ këèøü ïðè k(a) = k(b) = 0. Íî åñëè k(a) = 0, òîu(x, y;a) íå òåðïèò ðàçðûâà ïðè x = a è ñàìî åñòüðåøåíèå (1) â X . Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî çàäà÷à (3) �ðåäãîëüìîâàïðè � 2 (�21,�22), ïîñêîëüêó ýòîò ó÷àñòîê íå âëî-æåí â íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Ïîýòîìó ïðè äàííîìçíà÷åíèè ïàðàìåòðà a è äàííîì çíà÷åíèè � èëèèìååòñÿ ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (3), èëè � �ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ò. å. ïðè ýòîì çíà÷åíèè çàäà÷àZX d� (rg,rv)� �qg�v = 0 8 g 2 H (5)èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â ñèëó òåîðåì ðå-ãóëÿðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé ñîáñòâåííîå çíà÷åíèåýòîé çàäà÷è çàâèñèò îò a íåïðåðûâíî, ïîýòîìó åñëèïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè a= a1 ÷èñëî � íå ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî æå âåðíî è äëÿ âñåõäîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê a= a1 çíà÷åíèé. Çíà÷èò, åñëèçàäà÷à (3) èìååò ðåøåíèå ïðè a = a1 , òî îáÿçàòåëü-íî è ïðè íåêîòîðîì äðóãîì çíà÷åíèè a . Èñïîëüçóÿýòî çàìå÷àíèå, äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ñ�îð-ìóëèðîâàòü â âèäå àëüòåðíàòèâû: èëè çàäà÷à (3)èìååò ðåøåíèå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè a , è òîãäàçàäà÷à (1) òîæå èìååò ðåøåíèå, èëè � ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (5) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ a .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 06-01-00146).Ëèòåðàòóðà1. Äåëèöûí À.Ë. // ÆÂÌ è ÌÔ. 2000. 40, � 4. C. 606.2. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìàëûõ Ì.Ä. // �àäèîòåõíèêà è ýëåê-òðîíèêà. 2005. 50. � 2. Ñ. 218.3. Jones D.S. // Pro. Camb. Phil. So. 1954. 49. P. 668.4. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìàëûõ Ì.Ä., Ñâåøíèêîâ À.�. //ÆÂÌ è ÌÔ. 2002. 42. � 12. Ñ. 1833.5. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìàëûõ Ì.Ä., Ñâåøíèêîâ À.�. // Äî-êë. �ÀÍ. 2002. 385. � 6. C. 744.Ïîñòóïèëà â påäàêöèþ03.06.05
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